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序 


动力 学 系统 存在 于 众多 科学 和 工程 领域 ,因此 研究 动力 学 系 
统 , 特 别 是 研究 非 线性 动力 学 系统 的 数学 力学 理论 和 计算 方法 已 
经 受到 数学 物理 .力学 乃至 工程 科学 家 的 重视 ,成 为 当今 世界 上 
基础 和 应 用 基础 研究 的 热门 领域 。 

动力 学 系统 保 结构 算法 (几何 积分 方法 ) 始 于 我 国 著名 数学 家 
冯 康 院士 于 上 世纪 80 年 代 初 创立 的 Hamilton 系统 辛 几何 算法 ， 
它 已 经 发 展 成 为 包括 经 典 Hamilton 系统 辛 几何 算法 、 无 穷 维 
Hamilton 系统 多 辛 几何 算法 和 微分 方程 李 群 算法 在 内 的 一 个 重 
要 的 计算 体系 ;著名 力学 家 钟 万 让 院士 也 于 上 世纪 80 年 代 后 期 在 
计算 结构 力学 和 控制 论 的 基础 上 ,建立 了 一 套 Hamilton 系统 的 
辛 几何 算法 及 其 时 程 精 细 积 分 方法 ,并 已 有 相应 的 专著 出 版 。 

本 书 第 一 作者 在 攻读 博士 学 位 期 间 , 与 其 导师 (第 二 作者 ) 一 
起 对 非 线性 动力 学 系统 ,包括 非 线 性 耗 散 与 约束 动力 学 方程 的 计 
算 方法 ,进行 了 深入 系统 的 研究 ,并 发 展 和 提出 了 若干 有 创造 性 的 
新 型 保 结构 算法 ,其 中 包括 :拓展 微分 方程 李 群 方法 得 到 求解 任意 
动力 学 方程 的 李 级 数 方法 ;Poisson 流 形 上 广义 Hamilton 系统 的 
保 结构 算法 ; 耗 散 广 义 Hamilton. 系统 和 广义 Hamilton 控制 系统 
的 李 群 积分 方法 ;基于 Laplace 变换 的 数值 反 演 方法 ;广义 Hamilton 
约束 系统 的 李 群 积分 法 ;基于 Magnus 展开 的 求解 非 线 性 动力 学 
方程 的 李 群 方法 ;基于 Fer 展开 求解 非 线性 动力 学 方程 的 超收 敛 
积分 公式 ,以 及 利用 Minkowski 空间 的 精细 积分 方法 等 。 

本 书 是 作者 在 其 博士 论文 基础 之 上 ,经 过 系统 全 面 的 整理 、 扩 
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充 和 完善 而 形成 的 , 它 是 在 动力 学 系统 计算 方法 及 其 数学 理论 方 
面 的 又 一 本 具有 重要 理论 意义 和 工程 应 用 价值 的 学 术 专 著 ; 它 的 
出 版 发 行将 会 在 推进 动力 系统 研究 ,特别 是 非 线性 动力 学 方程 计 
算 方 法 研究 方面 发 挥 重要 作用 。 

在 此 ,向 作者 表示 祝贺 ,并 希望 作者 在 非 线性 动力 系统 研究 领 


域 再 创 辉 煌 。 
£3 
GR 
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动力 学 系统 是 一 个 广泛 的 研究 领域 , 它 包 含 大 量 的 物理 系统 、 
化 学 系统 .生物 系统 及 各 种 工程 系统 等 。 这 些 系统 的 表现 形式 虽 
然 千 差 万 别 , 但 其 运动 规律 却 具 有 相似 的 数学 模型 。 一 般 地 ,它们 
可 以 用 常 微 分 方程 和 偏 微分 方程 的 数学 模型 来 描述 。 这 些 问 题 所 
属 的 物理 学 .力学 和 工程 技术 本 身 的 特殊 规律 ,常常 会 在 问题 的 严 
格 数学 处 理 之 前 ,提示 求解 问题 的 定性 的 思想 和 方法 ,促使 具体 问 
题 的 解决 。 尤 其 是 ,如 果 微 分 方程 的 几何 性 质 代 表 了 一 个 关键 的 
物理 解释 ,那么 必须 强调 要 保持 微分 方程 的 真 解 的 几何 性 质 ,如 浙 
进 性 质 .不 变量 、 辛 性 、 李 对 称 性 等 等 。 具 有 足够 小 的 误差 , 且 能 保 
持 系统 的 重要 定性 性 质 的 算法 就 是 所 谓 的 几何 积分 方法 。 

当今 时 代 , 科 学 计算 已 是 独立 于 理论 研究 .实验 研究 的 一 种 基 
本 的 科学 活动 ,一 般 不 再 仅仅 把 它 看 做 理论 研究 .实验 研究 的 辅助 
手段 。 因 此 ,作为 独立 的 一 种 研究 手段 ,从 计算 力学 的 角度 讲 , 动 
力学 方程 的 数值 计算 ,必然 需要 利用 其 定性 知识 ,反映 它 的 几何 性 
质 , 有 时 保持 动力 学 方程 的 不 变量 尤其 重要 。 冯 康 院 士 和 他 领导 
的 课题 组 深入 ,系统 地 研究 了 Hamilton 系统 的 辛 几何 算法 ,开辟 
了 一 个 理应 受到 重视 但 却 长 期 被 忽视 的 研究 领域 。Hamilton 体 
系 的 研究 对 象 是 保守 系统 ,而 耗 散 系统 广泛 存在 于 自然 界 和 日 常 
生活 中 ,近年 来 随 着 研究 的 深入 ,如 何 处理 耗 散 系统 问题 已 成 为 学 
术 界 关注 的 焦点 。 

本 书 基 于 李 群 李 代 数 的 方法 讨论 了 广义 Hamilton 系统 及 带 
耗 散 的 广义 Hamilton 系统 的 几何 积分 方法 。 耗 散 动 力学 系统 是 
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一 个 广泛 的 研究 领域 ,有 时 ,很 难 把 所 研究 的 系统 表示 为 一 个 耗 散 
Hamilton 受 控 系统 , 即 存 在 所 谓 广义 Hamilton 实现 问题 。 因 此 
我 们 进一步 研究 了 非 线性 动力 学 一 般 方程 的 几何 积分 方法 。 根 据 
算 子 半 群 理论 ,动力 学 微分 方程 系统 都 可 以 写成 线性 映射 作用 的 
模型 形式 。 另 一 方面 ,任意 非 线性 动力 学 方程 均 可 以 转化 为 
Minkowski 空间 上 的 李 型 方程 ,而 且 自然 呈现 出 了 原 非 线性 系统 
在 Minkowski 空间 的 内 在 对 称 群 性 质 。 在 算 子 理论 范围 ,或 把 动 
力学 系统 的 构 形 空间 拓展 到 Minkowski 空间 ,使 得 原动力 学 方程 
可 以 表示 为 一 个 李 型 方程 ,基于 线性 微分 方程 的 几何 积分 方法 ,我 
们 从 两 个 不 同 的 角度 分 别 讨论 了 一 般 非 线性 动力 学 系统 的 几何 积 
分 方法 。 

本 书 的 内 容 主要 取材 于 作者 就 读 西北 工业 大 学 时 的 博士 学 位 
论文 。 为 了 使 书 中 内 容 严 密 、 有 据 , 我 们 还 介绍 了 散 见 于 国内 外 专 
著 和 期 刊 的 某 些 基 本 结果 及 有 关 的 基础 知识 。 

全 书 共 分 九 章 。 第 一 章 绪论 主要 介绍 了 微分 方程 的 几何 积分 
方法 的 思想 。 第 二 章 讨 论 了 非 线 性 动力 学 系统 的 李 级 数 解 法 、 基 
于 Laplace 道 变 换 及 Laplace 变换 数值 反 演 等 一 系列 新 的 数值 方 
法 。 第 三 、 四 章 分 别 讨论 了 广义 Hamilton 系统 及 耗 散 广 义 Ham- 
ilton 约 东 系统 的 几何 积分 方法 。 第 五 、 六 章 分 别 介 绍 了 流 形 及 李 
群 上 的 微分 方程 及 其 解法 。 第 七 、 八 章 讨 论 了 一 般 非 线 性 动力 学 
系统 的 几何 积分 方法 。 第 九 章 讨论 了 非 线性 动力 学 方程 的 精细 积 
分 方法 。 

在 本 书 相 关内 容 的 研究 和 全 书写 作 过 程 中 ,得 到 大 连理 工大 
学 钟 万 砚 院 士 .中国 科学 院 数学 与 系统 科学 研究 院 崔 俊 芝 院士 和 
洪 佳 林 教 授 的 鼓励 和 支持 。 晨 兴 数 学 中 心 举办 的 “动力 系统 保 结 
构 算 法 ”研讨 班 的 学 习 与 交流 对 书稿 的 完成 有 很 大 的 帮助 。 同 时 ， 
研究 和 写作 工作 长 期 得 到 国家 自然 科学 基金 的 资助 (编号 为 
19872057,10372084,10472059) ,还 得 到 教育 部 新 世纪 优秀 人 才 基 
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金 ,霍英东 青年 教师 基金 (编号 为 71005) ,高 校 博士 点 专项 基金 
(编号 为 20010699016) ,航空 科学 基金 (编号 为 00B53006) ,陕西 
省 自然 科学 基金 (编号 为 2002A17) 及 西北 工业 大 学 博士 论文 创新 
基金 的 资助 ;本 书 的 出 版 得 到 西北 工业 大 学 出 版 基金 的 资助 。 作 
者 在 此 一 并 表示 衷心 感谢 。 

由 于 作者 学 识 的 限制 ,本 书 难 免 存 在 不 妥 乃 至 错误 的 地 方 , 敬 
请 读者 指正 。 


作者 
2004 年 10 月 
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1.1 £l 


nil 


用 数学 方法 研究 力学 与 工程 技术 中 的 具体 问题 ,是 力学 研究 
工作 者 面临 的 重要 任务 之 一 首先 ,依据 由 观察 和 实验 所 确立 的 基 
本 规律 , 按 弃 次 要 属性 ,借助 数学 工具 建立 有 关 物 理 量 之 间 相 互 制 
约 的 运动 关系 ,这 种 数学 关系 或 具体 算法 称 为 数学 模型 .建立 数学 
模型 的 目的 是 运用 数学 方法 对 问题 进行 求解 ,因此 ,更 为 重要 的 是 
研究 数学 模型 的 求解 方法 ,给 出 未 知 物理 量 的 解析 表示 或 数值 结 
果 ; 研 究 它 的 解 的 一 般 性 质 ,解释 物理 过 程 的 关联 与 演化 。 动 力学 
系统 是 一 个 广泛 的 研究 领域 , 它 包含 大 量 的 物理 系统 、 化 学 系统 、 
生物 系统 ,以 及 各 种 工程 系统 等 。 这 些 系统 的 表现 形式 虽然 干 差 万 
别 , 但 其 运动 规律 却 具 有 相似 的 数学 模型 。 一 般 地 ,动力 学 系统 可 
以 用 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 的 数学 模型 来 描述 .例如 ,自动 控制 
系统 的 运行 .电力 系统 的 运行 .飞行 器 的 轨道 控制 .化 学 反应 过 程 、 
生态 平衡 问题 等 ,其 数学 模型 都 是 常 微分 方程 组 初 值 问题 和 微分 
代数 方程 .许多 偏 微分 方程 通过 空间 离散 化 也 可 化 为 常 微分 方程 
的 初 值 问题 .本 书 主要 是 针对 常 微分 方程 初 值 问题 和 微分 代数 方 
程 描述 的 动力 学 系统 来 讨论 其 数值 解法 。 

传统 上 ,人 们 从 两 个 极端 不 同 的 出 发 点 来 理解 和 人 掌握 常 微分 
方程 问题 , 纯 数学 家 对 问题 认识 深刻 ,推导 严密 ,并 采用 大 范围 整 
体 化 的 定性 知识 ;而 数值 分 析 家 通过 构造 富有 技巧 的 算法 ,以 获得 
只 有 很 小 的 误差 的 离散 解 ,他 们 一 般 不 考虑 整体 的 定性 人 性质 。 熟 优 
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熟 劣 ?这 要 视 具 体 问 题 具 体 分 析 。 如 果 问 到 :“ 局 部 误差 多 大 ?” 这 
个 问题 大 可 以 由 传统 的 数值 分 析 方 法 来 解决 。 事 实 上 ,真实 的 物理 
过 程 都 不 是 极端 的 。 在 数学 物理 问题 的 研究 中 , 问题 所 属 的 物理 
学 .力学 和 工程 技术 本 身 的 特殊 规律 ,常常 会 在 问题 进行 严格 数学 
处 理 之 前 ,提示 求解 问题 定性 的 思想 和 方法 ,并 促使 具体 问题 的 解 
决 。 本 书 强调 应 将 微分 方程 的 几何 性 质 等 定性 信息 与 数值 计算 有 
机 地 结合 起 来 ,进而 处 理 实际 问题 。 

大 部 分 在 物理 学 中 显示 巨大 威力 的 新 的 数学 思想 均 来 自 于 几 
何 与 分 析 的 交叉 。 我 们 可 以 简单 地 回顾 微分 方程 与 几何 学 不 可 分 
割 的 历史 渊源 .18 世纪 以 前 的 物理 学 家 和 自然 哲学 家 ， 如 
Copernics,Galileo,Kepler,Newton 等 都 对 几何 学 非常 熟悉 ,他 们 
常用 几何 概念 来 表达 其 物理 思想 。 在 19 世纪 ,Descartes 对 Euclid 
几何 引入 坐标 后 ,将 几何 学 的 研究 看 成 是 代数 与 分 析 的 应 用 ,这 引 
起 了 几何 学 的 革命 ,促进 了 在 几何 学 中 各 种 分 析 工 具 的 应 用 .与 此 
同时 ,在 物理 学 中 利用 坐标 概念 将 自然 定律 表示 成 微分 方程 ,促进 
了 物理 学 的 发 展 , 在 此 阶段 ,多 数 物理 学 家 主要 注意 对 物理 体系 局 
域 运 动 性 质 的 探讨 ,对 运动 实体 的 内 部 对 称 性 及 大 范围 整体 性 质 
往往 注意 不 足 。 拓 扑 学 与 微分 几何 在 物理 学 的 重要 性 常 被 忽视 , 甚 
至 任何 物理 现象 都 在 空间 发 生 , 任 何 物理 理论 都 依赖 于 空间 和 时 
间 的 基本 几何 特性 这 样 明显 的 事实 也 往往 被 忽视 .19 世纪 中 叶 ， 
Maxwell 从 实验 观察 总 结 出 电磁 现象 的 运动 方程 , 注意 到 
Maxwell 方程 组 的 共性 不 变性 ,Lorentz, Minkowski 之 后 ,直到 20 
世纪 初 ,Einstein 提出 了 狭义 相对 论 , 人 们 才 进 一 步 深 入 认识 到 了 
时 空 的 基本 几何 特性 的 重要 性 。 这 时 主要 应 用 的 数学 工具 是 微分 
方程 及 群 论 分 析 等 ,长 期 以 来 ,微分 方程 在 自然 现象 的 数学 研究 中 
起 到 了 决定 性 的 作用 。 人 们 充分 认识 到 ,通过 研究 微分 方程 的 几何 
性 质 , 可 以 获知 它 的 真 解 的 关键 性 的 定性 特征 。 其 中 最 重要 的 例子 
是 Alexander Rowan Hamilton 提出 的 力学 定理 , 它 使 人 们 可 以 用 
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更 复杂 的 几何 工具 来 理解 和 研究 刚体 体系 及 太阳 系 等 复杂 系统 的 
力学 性 质 , 可 以 用 相应 的 Hamilton 函数 的 对 称 性 的 概念 来 理解 和 
研究 诸如 能 量 、 线 性 动量 与 角 动 量 等 Hamilton 系统 的 守恒 性 质 。 
用 以 研究 微分 方程 另 一 个 同样 重要 的 几何 方法 是 应 用 由 Sophus 
Lie 开创 的 基于 对 称 性 的 方法 .20 世 纪 80 年代 以 来 , 随 着 非 线性 微 
分 方程 研究 的 需要 , 通过 微分 方程 的 对 称 性 来 研究 非 线性 微分 方 
程 的 性 质 ,特别 是 用 于 简化 或 完全 求解 微分 方程 ,已 成 为 一 个 十 分 
重要 的 课题 。 

当今 时 代 , 科 学 计算 已 成 为 独立 于 理论 研究 .实验 研究 的 一 种 
基本 的 科学 活动 ,一般 不 再 仅仅 把 它 看 做 理论 研究 .实验 研究 的 畏 
助手 段 。 作 为 一 种 独立 的 研究 手段 ,在 计算 力学 和 计算 数学 领域 ， 
求 动力 学 方程 的 数值 解 ,必然 需要 利用 其 定性 知识 ,反映 它 的 几何 
性 质 。 尤 其 当 微分 方程 的 几何 性 质 代 表 了 一 个 关键 的 物理 解释 , 那 
么 必须 强调 要 保持 微分 方程 的 真 解 的 几何 性 质 ,如 渐进 性 质 \ 不 变 
量 、 辛 性 、 李 对 称 性 等 等 .具有 足够 小 的 误差 , 且 能 保持 系统 的 重要 
定性 性 质 的 算法 就 是 所 谓 的 几何 积分 法 ,几何 积分 无 论 是 在 提高 
计算 精度 还 是 在 保持 系统 的 不 变量 性 质 等 方面 都 比 传统 的 积分 方 
法 有 优势 . 近 几 年 ,线性 常 微分 方程 的 几何 积分 方法 ,尤其 是 基于 
经 典 的 Magnus 和 Fer 展开 方法 的 几何 积分 方法 已 得 到 很 大 的 发 
展 .本 书 则 在 研究 任意 非 线性 动力 学 微分 方程 的 几何 积分 方法 。 几 
何 积 分 法 不 仅 对 常 微分 方程 数值 解法 自身 的 丰富 和 发 展 十 分 重 
要 ,而 且 对 相关 的 非 线 性 动力 学 问题 的 解决 也 具有 重要 意义 。 


1.2 第 微分 方程 的 几何 积分 方法 及 其 研究 现状 
数值 求解 常 微分 方程 的 办 法 很 多 , 如 经 典 的 龙 格 库 堵 


(Runge-Kutta) 方法 等 线性 多 步 方法 ,通常 情况 下 这 些 方法 都 是 
有 效 的 。 然 而 , 当 我 们 预知 微分 系统 的 一 些 定性 信息 ,并 希望 在 数 
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值 离散 时 能 保持 这 些 定性 特征 时 ,情况 就 大 不 一 样 了 。 有 时 保持 动 
力学 方程 的 不 变量 尤其 重要 ,lserles' 证 明了 所 有 线性 多 步 方 法 
都 不 能 保持 微分 方程 的 非 线 性 不 变量 ,这 些 新 的 发 现 引 发 了 对 几 
何 积分 方法 的 热点 研究 , 即 在 算法 设计 中 要 保持 微分 系统 的 不 变 
量 、 强 积分 及 对 称 性 等 性 质 。 时 变动 力学 系统 的 几何 特征 主要 有 如 
下 三 个 方面 : 

CD 首次 积分 , 即 形 如 ICx(z)) = C HFE. HP IR — R 
是 光滑 函数 。 也 就 是 说 ,微分 方程 的 解 位 于 光滑 流 形 M = (x € 
R” :I(x) = I[xC) ]) ,如 Hamilton 能 量 。 

(2) 切 从 TM 上 的 微分 不 变量 ,如 李 对 称 性 。 

(3) RWA T* M 上 的 辛 形式 等 不 变量 . 余 切 从 T" M 是 切 从 
TM 上 所 有 线性 函数 所 组 成 的 集合 。 

当然 ,不 变量 的 分 类 不 是 相互 排斥 的 。 例 如 , Hamilton 问题 既 
有 余 切 从 上 的 辛 不 变量 ,又 有 守恒 的 Hamilton 能 量 。 一 个 好 的 数 
值 方法 应 当 注 意 这 些 对 称 性 ,如 果 可 能 ,应 当 精 确 或 近似 保持 这 些 
对 称 性 。 本 书 将 重点 研究 保持 动力 学 系统 的 李 代 数 结构 不 变 的 数 
值 积分 方法 。 

一 个 具有 约束 的 力学 系统 的 构 形 空间 是 一 个 微分 流 形 , 如 果 
它 是 宜人 在 欧 几 里 得 空间 中 的 一 个 n 维 流 形 , 则 在 每 一 点 x 都 有 
一 个 nn 维 切 空 间 TM,; . 切 空间 TM. 中 以 x 为 起 点 的 矢量 称 为 M 在 
x 的 切 和 拓 量 .我 们 也 可 以 把 这 些 矢 量 直接 定义 为 M 中 曲线 的 速度 
矢量 , 即 


Wr) 一 更 (0) 
t 


x = lim (1.1) 


ARP, PO) — x, YO) € M, 

WE EB)—4 X8 555g XL— A S. BU — 1 36 38 09 4 m REIS 
群 ( 李 群 ) ; 流 形 上 所 有 的 矢量 场 构成 一 个 李 代数 。 具 体 说 来 , 令 M 
为 一 光滑 流 形 ,为 其 上 的 光滑 矢量 场 , 即 在 每 一 点 YE M 均 有 一 
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个 切 矢量 foe TM;。 利 用 这 个 矢量 场 可 以 得 出 : 
CD 单 参数 微分 同 胚 群 , 即 流 : 殉 :M — M, 而 了 为 其 速度 矢量 
场 , 即 
d 


dt 

(2) 一 阶 微分 算 子 工 /。 这 里 指 的 是 沿 场 了 方向 对 函数 求 导 :对 

任意 函数 p:M 一 R,f 方向 的 导数 是 一 个 新 函数 Ly, 它 在 x 的 
值 是 


P(x) = f(x) (1.2) 
0 


t= 


d 
(Lro) (x) T dt 


M 上 两 个 矢量 场 4 和 B 的 交换 子 或 李 括 号 是 一 个 矢量 场 C = 
[A.B] 使 得 


_p( x) (1.3) 


Lc = L4L, — LL, (1. 4) 
这 种 微分 算 子 的 应 用 在 经 典 力学 领域 已 有 很 长 的 历史 了 。 作 为 一 
种 工具 ,微分 算 子 及 微分 算 子 的 交换 子 可 以 用 于 表示 动力 学 系统 
的 李 代 数 结构 。 

在 光滑 流 形 上 展开 的 微分 方程 的 数值 处 理 方法 主要 有 离散 梯 
EDE 、 固 定 标 架 方 法 "及 李 群 (Lie Group) RADA, 
其 中 , 李 群 积分 方法 最 为 有 效 。 其 主要 思想 是 :把 在 一 个 齐 性 空间 
《或 李 群 ) 上 展开 的 微分 方程 变换 为 一 个 与 之 相应 的 李 代数 上 展 
开 的 等 价 微分 方程 . 李 代数 是 矢量 空间 (线性 空间 ) ,因此 ,经 典 的 
龙 格 库 塔 法 等 数值 方法 就 可 以 用 于 近似 求解 变换 后 的 微分 方程 。 
不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 设 微分 方程 为 

x= A(x,t)x, t0 

X(to) =x EG 
式 中 ,A4:G X R^ — g,g 是 李 群 G 的 李 代数 ,方程 式 (1.5) 的 解 应 保 
持 在 李 群 G 上 ,为 达到 此 目的 ,把 微分 方程 式 (1.5) 先 推 向 李 代 数 
gE g 上 求解 等 价 的 微分 方程 ,所 得 数值 解 由 指数 映射 拉 回 到 李 


(1.5) 
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群 G, 便 可 得 到 原 微分 方程 的 数值 解 . 这 个 过 程 可 以 在 每 一 个 时 间 
步 长 重复 进行 ,如 图 1.1 所 示 。 


李 群 : x—A (XL)x 
X, Xa 
推 拉 
向 El 
李 到 
代 李 
数 群 


e, 


李 代 数 : 0 —dexp, Ale x,t) 
图 1.1 求解 过 程 


在 这 里 ,A4:GXR! 一 g 和 g(t) 在 李 代数 g 上 展开 。 由 李 代 数 拉 回 到 
李 群 可 以 通过 指数 映射 x+: = exp Om 2x, 来 完成 ;而 由 李 群 推 向 
李 代数 则 需要 求 出 指数 映射 的 微分 的 逆 , 即 


6 = dexp'ACex, D = X) D'adiA Cer, D, 


£221,0(5$)-—0 (1.6) 
A,B, /二 0,1,2,…, 是 伯 努 利 (Bernoulli) 数 ,其 前 几 个 系数 是 
0 /是 奇数 ,! 关 1 


sean e 
== =4 ° 2'12' 720 30 240’ 
! 1 l = 0,1,2,4,6,8,10 


1 
I 209 600'470 160 
MERA HHH T. ad, 是 迭代 交换 子 , 即 
LX 
adiv = [u,[u,", [u,v] ]], 120 (1. 7) 
当然 ,在 李 代 数 上 构造 求解 微分 方程 式 (1. 6) 的 数值 方法 要 求 
其 数值 解 仍 属 于 李 代 数 g。 因 为 李 代 数 是 线性 空间 ,只 要 采用 其 线性 
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运算 和 交换 子 运算 就 能 保证 e+ € g. RungeKutta/ Munthe-Kaas ff 

式 03~! 就 是 应 用 经 典 的 Runge-Kutta 方法 求解 适当 截断 后 的 微 

分 方程 式 (1. 6) ,然后 拉 回 到 李 群 G 得 到 式 (1. 5) 的 解 . 例 如 ,求解 

式 (1.5) 的 经 典 的 三 阶 Runge-Kutta 方法 如 下 : 
k, — ACxX,, t2 X, 


kc A(». Th. t + 4h) (2 tiM) 


ks = A(x, — hk, + 2hk; » ta) (x, — hk the) 上 (1.8) 


u = h(k + 2k, lk) 


Xma = X, +U 

然而 ,该 方法 不 能 保证 zw, n= 0,1,2,… 属于 李 群 G。 只 要 把 构 形 

Sh G 变 到 g ,在 李 代数 g 上 求解 其 等 价 方程 再 拉 回 到 李 群 G， 
如 式 

ki = ACx,, ta) 


k, = a (exo( hs DE td la) 


k; -— ACexpC— hk, 十 2hk;)x,; La? 


d (1.9) 
u- Ak Ék 十 ka ) 
Xai = exp (ut his 1)ss, 
即 可 保持 其 李 群 结构 。 
另 一 类 李 群 方法 则 可 由 Magnus 展开 式 " Fer 展开 式 Del 
获得 .对 于 线性 微分 方程 
x= AGC)x (0.10 


它 对 应 于 式 (1.6) 的 ol?) 为 
二 if 
ue ['Acode— i | TACE), ACE lde dé 十 


f 
0 
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1 f* f^ f& 
rn) 0 LLACA), AC&) ]; AC&) ]d& dé, dê, 十 


1 f* f& f& 
sl 0 [AGO , [AC&) AC&) ] ]d& dê; dê, 十 c 


(1.1D 
将 其 称 为 它 的 Magnus 展开 式 。 另 一 个 相似 的 展开 式 是 Fer 展开 
式 , 它 给 出 了 线性 方程 式 (1. 10) 如 下 形式 的 解 : 


x) = exp[ | Acode «co. t0 (1.12 
其 中 ,z 由 线性 微分 方程 


Cc 
i [X redes O fe EM TET 


z(to) = x) 

确定 。 如 此 和 迭代 ,最 终 产生 的 解 是 无 穷 个 指数 矩阵 乘积 的 形式 。 

Magnus 展开 式 和 Fer 展开 式 的 优点 在 于 :即使 适当 截断 展开 
式 , 它 们 依然 保持 精确 解 的 定性 性 质 。 例 如 ,如 果 式 (1. 10) 是 量子 
力学 中 的 发 展 方程 ,那么 由 Magnus 展开 式 和 Fer 展开 式 适当 截断 
所 得 的 近似 分 析 解 具有 正 交 性 。 一 般 地 ,如 果 式 (1. 10) 中 的 ACO 
属于 李 代 数 g, 那 么 由 截断 Magnus EFAA Fer 展开 式 所 得 的 近 
似 分 析 解 则 落 在 相应 的 李 群 G 上 。Iserles55 等 首次 把 Magnus 展 
开 式 的 这 些 优 点 引入 到 数值 算法 ,将 其 用 于 求解 不 同 的 问题 ,都 得 
到 了 比 传统 数值 方法 更 好 的 结果 。 它 不 仅 保 持 了 定性 性 质 . 具 有 很 
好 的 稳定 性 ,而 且 使 计算 更 加 精确 有 效 。 然 而 ,上 述 方法 都 涉及 了 
大 量 的 重复 计算 交换 子 , 这 会 大 大 限制 这 些 方法 的 应 用 ,而 应 用 李 
代数 的 线性 相关 性 ,交换 子 的 计算 可 得 到 大 幅度 减少 57 。 

另外 ,需要 强调 的 是 常常 与 前 述 李 群 积分 法 交错 使 用 的 合成 
TORU , 它 已 成 为 李 群 积分 中 的 一 个 常用 技巧 , 它 又 称 为 分 数 步 长 
方法 。 设 
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Xm = 0, (x,) (1.14) 
是 一 个 步 长 为 h 的 单 步 方 法 ,一 个 最 简单 的 合成 方法 是 
Xen 一 o, o Ox) (1. 15) 


可 以 选取 a € R 来 获得 所 需 性 质 , 壁 如 ,提高 精度 ,这 种 合成 的 办 
法 可 以 推广 到 合成 两 个 以 上 的 子 步骤 ,也 可 以 在 不 同 的 子 步骤 里 
采用 不 同 的 数值 方法 .Yoshida AR 是 一 个 著名 的 合成 方法 。 假 
3t 6, 是 一 个 二 阶 近似 方法 而 且 关 于 时 间 对 称 , 如 隐 式 中 点 公 
式 , 令 

Y, = Ön, ° Daor ° Øn (1.16) 
式 中 ,a = H2 2) RRE ea = P GS) 是 一 个 四 


阶 方法 且 关 于 时 间 对 称 。 重 复 同样 的 过 程 (a 取 不 同 的 值 ) 可 提高 
精度 到 六 阶 . 八 阶 等 。 

合成 和 分 裂 密 不 可 分 ,给 定 一 个 初 值 问题 x — AGO ,分裂 
A — Ai 十 As 使 得 x — A(x), i 二 1,2 很 容易 近似 求解 (甚至 可 能 
精确 求解 ), 而 后 根据 分 裂 所 得 问题 的 解 来 构造 所 谓 困难 问题 的 
解 , 利 用 半 群 理论 术语 , 设 x(t) = es xlt) 是 原 问 题 的 解 , 记 
ey, i= 1,2 是 关于 两 个 分 裂 问题 的 解 半 群 ,那么 可 用 式 

efh = ee o eh o e E o eA A o eo efa o efm (1,17) 

近似 求 原 问题 的 解 半 群 . 式 中 , Day= $78 = 1. 

总 之 ,合成 方法 已 经 成 为 几何 积分 中 强 有 力 的 技术 方法 , 它 有 
三 个 特点 :@ 能 提高 计算 精度 ; @ 能 保持 原动力 学 系统 的 不 变量 ; 
@ 如 果 基 本 方法 是 时 间 对 称 的 , 则 每 用 一 次 Yoshida 合成 技术 能 
提高 二 阶 精度 。 

对 于 一 般 动 力学 方程 问题 , 非 李 群 方法 所 得 的 解 有 可 能 产生 
伪 阻 尼 或 反 阻 尼 现 象 ,从 而 使 数值 解 趋 于 不 动 点 或 很 快 发 散 ,导致 
错误 的 结果 , 而 李 群 积分 法 则 可 以 避免 这 些 不 良 现象 的 发 生 , 且 
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数值 生成 的 轨迹 与 真实 轨迹 更 加 逼近 .目前 上 述 几 何 积分 方法 多 
数 还 仅 限 于 求解 线性 微分 方程 或 某 些 特殊 领域 的 非 线性 微分 
方程 。 


1.3 研究 背景 与 意义 


动力 学 系统 的 几何 积分 方法 是 近 20 年 来 在 计算 力学 和 计算 
数学 与 科学 工程 计算 领域 中 非常 活跃 的 研究 方向 ,在 这 方面 我 国 
学 者 的 研究 特色 及 取得 的 研究 成 果 已 得 到 了 国际 学 术 界 的 公认 。 
已 故 著名 计算 数学 专家 汉 康 院士 及 他 所 领导 的 课题 组 从 20 世纪 
80 年 代 初 期 便 开 始 了 这 方面 的 工作 , 他 们 的 基本 思想 是 在 
Hamilton 体系 下 进行 辛 差分 处 理 0”* 并 构成 辛 格式 ,由 于 这 方面 
的 出 色 成 果 , 使 他 于 1997 年 获 国家 自然 科学 一 等 奖 ,20 世纪 80 年 
代 后 期 大 连理 工大 学 钟 万 砚 院 士 等 在 计算 结构 力学 与 最 优 控制 模 
拟 理论 的 基础 上 ,利用 交叉 学 科 的 优势 ,借助 于 最 优 控制 领域 的 
“状态 空间 法 ”, 并 通过 引 和 对 偶 向 量 , 建 立 了 一 套 Hamilton 动力 
体系 的 辛 几何 方法 及 时 程 精细 积分 理论 "1 。 这 被 学 术 界 公认 为 近 
年 来 计算 力学 领域 最 重要 的 突破 之 一 中 ,应 该 说 ,上 述 研究 成 果 
均 在 国内 外 学 术 界 产生 了 重要 的 影响 ,并 确立 了 我 国学 者 在 国际 
上 的 领先 地 位 。 

从 目前 的 研究 情况 看 ,从 Lagrange 体系 向 Hamilton 体系 的 
过 渡 , 其 意义 在 于 从 传统 的 欧 几 里 得 的 几何 形态 进入 到 了 辛 几何 
的 形态 之 中 ,其 突破 了 传统 观念 ,从 而 使 对 偶 的 混合 变量 方法 进入 
到 应 用 力学 的 广大 领域 .但 是 ,我 们 应 该 认识 到 ,上 述 研究 的 一 个 
重要 前 提 是 研究 对 象 均 限定 为 保守 系统 ,而 耗 散 系统 广泛 存在 于 
自然 界 和 日 常生 活 中 ,近年 来 随 着 研究 的 深入 ,如 何 处 理 耗 散 系统 
问题 已 成 为 学 术 界 关注 的 焦点 。 受 保守 系统 的 约束 ,这 方面 的 研究 
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范围 受到 限制 .由 于 问题 的 复杂 性 ,一 般 情况 下 不 能 将 现 有 的 对 保 
守 系 统 的 理论 和 方法 简单 地 移植 到 耗 散 动力 学 系统 ,而 需要 进行 
深入 的 研究 。 从 几何 角度 看 , 辛 流 形 是 研究 Hamilton 系统 的 恰当 
几何 结构 。 当 结构 和 矩阵 出 现 奇异 时 ,Poisson 流 形 作为 辛 流 形 的 推 
广 , 为 广义 Hamilton 系统 提供 了 一 个 更 好 的 框架 。 国 外 最 新 的 研 
究 成 果 表 明 , 可 用 基于 能 量 的 Hamilton 函数 作为 可 能 的 
Lyapunov 函数 , 在 已 建立 模型 的 基础 上 , 给 出 了 带 耗 散 受 迫 
Hamilton £& £t 85 41 Er 7r 15 57 ,我国 系统 科学 和 电力 工程 方面 的 
专家 在 上 述 工 作 的 基础 上 , 以 电力 系统 为 背景 , 给 出 了 广义 
Hamilton 控制 系统 的 几何 框架 .他 们 的 基本 思想 是 :通过 一 类 伪 
Poisson 流 形 ,对 广义 Hamilton 控 制 系统 提供 了 一 个 几何 结构 5 ， 
这 类 系统 具有 外 部 能 量 供给 .内 部 能 量 供给 及 能 量 消 耗 等 特点 。 这 
方面 的 研究 尚 属于 初级 阶段 ,但 由 于 对 其 深入 研究 需要 理论 上 的 
突破 , 既 有 理论 难度 又 有 重要 的 工程 实际 意义 ,这 就 迫使 我 们 要 寻 
求 新 的 思路 , 才 有 希望 取得 新 的 突破 。 

本 书 根据 算 子 半 群 的 理论 ,用 微分 算 子 的 语言 形式 ,研究 广义 
Hamilton 系统 及 带 耗 散 的 广义 Hamilton 系统 的 几何 积分 方法 。 
耗 散 动力 学 系统 是 一 个 广泛 的 研究 领域 ,有 时 很 难 把 所 研究 的 系 
统 表示 为 一 个 耗 散 Hamilton 受 控 系统 ， 即 存在 所 谓 广 义 
Hamilton 实现 问题 :9 .广义 Hamilton 实现 是 一 个 较 新 的 课题 , 目 
前 还 没有 系统 有 效 的 实现 方法 .通常 , 耗 散 系统 可 以 用 一 般 非 线性 
微分 方程 的 形式 给 出 。 因 此 , 撰 著 本 书 的 另 一 个 目的 在 于 进一步 研 
究 非 线 性 动力 学 一 般 方 程 的 李 群 积分 方法 。 

如 前 所 述 ,Magnus 级 数 方法 和 Fer 展开 方法 是 经 典 的 李 群 积 
分 方法 ,其 优点 在 于 ,即使 适当 截断 ,它们 依然 保持 精确 解 的 几何 
性 质 。 近 几 年 ,Magnus 和 Fer 展开 式 已 经 能 非常 有 效 地 用 于 数值 
求解 线性 矩阵 微分 方程 5 ”2 ,甚至 能 用 于 求解 李 群 或 齐 性 
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空间 上 的 非 线 性 微分 方程 ”2 Hamilton 系统 的 微分 方 
gU 959 。 它 们 用 于 求解 不 同 的 问题 ,都 得 到 了 比 传统 数值 方法 更 
好 的 结果 。 它 们 不 仅 保持 了 真 解 的 定性 性 质 , 具有 很 好 的 稳定 性 ， 
而 且 还 特别 处 理 了 微分 方程 依赖 时 间 变 量 的 部 分 ,使 数值 计算 更 
加 精确 。 然 而 ,到 目前 为 止 ,Magnus 和 Fer 展开 方法 主要 还 是 用 于 
求解 线性 微分 方程 问题 .根据 算 子 半 群 理论 2 ,动力 学 微分 方程 
系统 都 可 以 写成 线性 映射 作用 的 模型 形式 ,那么 ,解决 线性 微分 方 
程 问题 的 几何 积分 方法 和 理论 就 可 以 用 于 解决 非 线性 的 动力 学 微 
分 方程 问题 。 

另 一 方面 , 文献 [35,36] 把 非 线 性 动力 学 方程 转化 为 
Minkowski 空间 M" EF RJzEXIJ; fg X = AX. XC M"',AE 
so n, DD ,而 且 自 然 旦 现 出 一 个 零 锥 结构 XX gX = 0, 也 就 是 显现 出 
了 原 非 线性 系统 在 Minkowski 空间 的 内 在 对 称 群 性 质 。 增 广 动力 
学 系统 的 空间 形式 具有 很 重要 的 性 质 , 对 动力 学 系统 的 数值 研究 
具有 某 种 指导 意义 。 基 于 该 空间 形式 的 数值 方法 不 仅 可 以 近似 原 
动力 学 系统 ,而 且 可 以 尽 可 能 地 保持 原 系 统 的 定性 性 质 和 对 称 性 。 

鉴于 上 述 , 本 书 主要 从 两 个 不 同 的 角度 对 一 般 非 线性 动力 学 
系统 进行 研究 :一 个 是 在 算 子 理论 范围 内 把 非 线 性 动力 方程 表示 
为 一 种 线性 映射 作用 的 模型 ,便于 在 线性 方程 理论 上 设计 新 算法 ; 
另 一 个 是 把 动力 学 系统 的 构 形 空间 拓 广 到 Minkowski 空间 ,使 得 
原动力 学 方程 可 以 表示 为 一 个 李 型 方程 , 便于 算法 设计 和 程序 
实现 。 

近 几 年 ,线性 微分 方程 的 李 群 积分 法 ,特别 是 Magnus 级 数 方 
法 和 Fer 展开 方法 已 经 得 到 了 很 大 的 发 展 。 可 以 说 ,如 何 将 目前 的 
研究 成 果 在 非 线 性 的 耗 散 动力 学 系统 中 得 到 深入 发 展 将 是 一 项 具 
有 挑战 性 的 课题 ,否则 已 取得 的 成 果 将 失去 应 有 的 意义 。 反 之 , 若 
这 套 理论 在 非 线 性 动力 学 系统 得 到 了 证 实 和 应 用 , 则 其 在 学 术 上 
的 意义 将 是 深远 的 。 


第 一 章 HH 论 13 


14 主要 内 容 


Hamilton 力学 的 观点 有 效 地 解决 了 一 系列 不 能 用 其 他 方法 
解决 的 力学 问题 ,显示 了 重要 的 理论 价值 .从 前 面 对 相 关 领 域 的 历 
史 和 现状 的 介绍 可 以 看 出 ,Hamilton 系统 的 辛 几 何 算法 已 得 到 足 
够 的 重视 和 广泛 的 研究 ,并 且 已 经 取得 了 显著 的 成 绩 。 近 来 , 耗 散 
系统 的 问题 已 引起 学 术 界 极 大 的 关注 。 本 书 论 及 的 工作 是 国家 自 
然 科 学 基金 项 目 (批准 号 :10372084 和 10472059) ,高 等 学 校 博士 
学 科 点 专项 科研 基金 项 目 ( 批 准 号 ;20010699016) 的 基础 研究 部 
分 ,目的 就 是 深入 研究 耗 散 系 统 的 对 称 性 质 ,把 Hamilton 系统 辛 
算法 的 思想 和 方法 发 展 到 耗 散 系统 的 广大 领域 .本 质 上 , 辛 算法 是 
一 种 李 群 方法 。 本 书 基于 经 典 的 求解 线性 微分 方程 Magnus 和 Fer 
展开 式 等 李 群 积分 的 思想 和 方法 ,研究 了 耗 散 广义 Hamilton 系统 
以 及 一 般 非 线性 动力 学 系统 的 李 群 积分 方法 .本 书 完成 的 主要 工 
作 有 : 

(1) 研究 了 非 线 性 动力 学 系统 比较 通用 的 李 级 数 解法 、 基 于 
Laplace 道 变 换 及 Laplace 变换 数值 反 演 等 一 系列 新 的 数值 方法 。 
其 中 , 李 级 数 方 法 是 进一步 研究 非 线 性 动力 学 方程 几何 积分 方法 
的 重要 工具 和 手段 。 

把 一 元 微分 方程 的 泰勒 展开 式 推广 到 m 维 向 量 空间 ,研究 了 
求解 非 线 性 动力 学 方程 的 通用 的 李 级 数 解法 ,并 给 出 具体 的 逐步 
和 迭代 方法 。 另 外 ,根据 算 子 半 群 理论 ,把 非 线性 动力 学 微分 方程 写 
成 线性 算 子 作用 的 形式 ,由 微分 算 子 的 预 解 式 作 用 于 初 值 后 , 取 其 
Laplace 变换 的 数值 反 演 ,经 过 逐步 迭代 ,构造 了 一 个 求解 非 线性 
动力 学 微分 方程 初 值 问题 的 数值 方法 .该 方法 简单 .有效 ,而 且 数 
值 稳定 .进一步 分 析 预 解 式 的 道 Laplace 变换 ,从 而 再 次 得 到 了 李 
级 数 方 法 。 
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(2) 研究 了 广义 Hamilton 系统 和 广义 Hamilton 控制 系统 的 
保 结 构 算法 以 及 离散 梯度 积分 法 。 在 Poisson 流 形 上 给 出 了 守恒 
的 广义 Hamilton 系统 的 保 结构 算法 ,其 优点 在 于 把 原 微分 方程 系 
统 的 Poisson 结构 引入 积分 过 程 , 保 持 了 原来 系统 的 典 则 特性 。 对 
于 更 广泛 的 带 耗 散 的 广义 Hamilton 系统 ,就 自治 系统 和 非 自治 系 
统 分 别 给 出 了 显 式 的 李 群 积分 方法 ,保持 了 原动力 学 系统 的 李 群 
性 质 ,同时 把 这 种 积分 方法 推广 到 广义 Hamilton 控制 系统 ,对 于 
广义 Hamilton 系统 及 广义 Hamilton 控制 系统 , 基于 能 量 的 
Hamilton 函数 是 一 个 很 重要 的 物理 量 ,本 书 用 离散 梯度 方法 给 出 
了 保持 其 Hamilton 函数 性 质 特征 的 数值 解法 。 

(3) 研究 了 广义 Hamilton 约束 系统 的 李 群 积分 法 。 对 于 带 约 
束 的 耗 散 广义 Hamilton 系统 ,通过 引入 拉 格 朗 日 乘 子 和 采用 投影 
技术 给 出 了 保持 动力 学 系统 内 在 结构 和 约束 不 变性 的 李 群 积分 
法 。 采 用 投影 技术 保证 了 约束 的 不 变性 。 向 约束 流 形 投影 时 , 通过 
引入 拉 格 朗 日 乘 子 不 会 破坏 原动力 学 系统 的 李 代数 结构 。 

(4) 研究 了 一 般 非 线性 动力 学 系统 的 李 群 积分 方法 。 一 般 非 
线性 动力 学 系统 并 不 是 都 可 以 表示 为 耗 散 广义 Hamilton 系统 形 
式 , 即 存在 所 谓 广 义 Hamilton 实现 问题 .在 耗 散 广 义 Hamilton 系 
统 的 保 结构 算 法 的 基础 上 , 书 中 进一步 更 加 深入 地 研究 了 一 般 非 
线性 动力 学 系统 的 李 群 积分 方法 , 即 基 于 求解 线性 微分 方程 的 
Magnus 及 Fer 展开 式 等 李 群 积分 方法 的 思想 ,并 深入 研究 了 一 般 
非 线 性 动力 学 系统 的 李 群 积分 方法 。 利 用 函数 的 李 级 数 展开 技巧 
和 Magnus 级 数 的 对 称 性 质 , 算 法 设计 中 涉及 最 少数 目的 交换 子 
的 计算 ,分别 给 出 了 包含 1 个 .4 个 和 10 个 交换 子 的 四 阶 、 六 阶 和 
八 阶 Magnus 型 近似 格式 ,并 证 明了 算法 是 关于 时 间 对 称 的 。 同 时 
给 出 了 基于 Fer 展开 式 的 近似 方法 ,并 把 Magnus 和 Fer 展开 有 机 
地 联系 起 来 ,简化 了 Fer 型 积分 格式 的 构造 方法 ,进一步 构造 了 关 
于 时 间 对 称 的 Fer 型 积分 格式 。 
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O 研究 了 一 般 非 线性 动力 学 方程 的 RKMK 型 积分 方法 。 基 
T RKMK 方法 ,本 书 将 计算 指数 矩阵 的 精细 积分 方法 与 经 典 的 
Runge-Kutta 方法 相 结合 ,在 Minkowski 空间 对 非 线性 动力 学 系 
统 及 其 增 广 动力 学 系统 构造 了 一 族 简便 有 效 的 RKMK 型 积分 方 
法 ,它们 也 属于 李 群 方法 。 

(6) 研究 了 非 线性 动力 学 方程 的 精细 积分 方法 。 由 于 构造 非 
线性 动力 学 系统 的 几何 积分 方法 中 用 到 了 大 量 的 指数 和 矩阵 的 计算 
问题 , 书 中 最 后 将 进一步 研究 指数 挎 阵 的 精细 算法 及 其 在 非 线性 
动力 学 系统 中 的 应 用 ,简化 了 精细 积分 的 预 处 理 过 程 ,拓宽 了 精细 
积分 方法 的 应 用 范围 。 
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2.1 引 


n 


大 多 数 力学 问题 的 本 质 都 是 非 线性 的 , 非 线性 是 它们 固有 的 
特性 ,它们 一 般 由 非 线性 微分 方程 来 描述 。 长 期 以 来 ,力学 家 和 数 
学 家 通力 合作 ,借助 各 种 数学 分 析 手 段 和 力学 原理 ,来 解决 力学 领 
域 中 的 各 类 非 线 性 动力 学 方程 .他 们 除了 直接 寻求 方程 的 封闭 形 
式 的 解析 解 之 外 ,还 经 常用 线性 化 方法 化 为 线性 近似 方程 去 求解 。 
然而 ,理论 和 实践 分 析 发 现 , 非 线性 方程 在 大 多 数 情形 下 不 存在 封 
闭 形式 的 分 析 解 ,此 外 ,线性 化 方法 有 很 大 的 局 限 性 , 它 只 有 在 一 
定 条 件 下 才能 给 出 较 准确 的 结果 ,因此 这 些 方法 都 不 能 满足 非 线 
性 力学 问题 研究 的 需要 。 欲 推广 微分 方程 的 求解 范围 ,应 该 放弃 解 
的 “有 限 形 式 ”, 而 转向 寻求 “无 限 形 式 ” 的 解 ,如 无 穷 级 数 解 。 牛 顿 
(Newton) 和 莱 布 尼 效 (Leibniz) 很 早 就 用 级 数 解法 求解 过 某 些微 
分 方程 ,因此 级 数 解法 属于 古典 解析 理论 的 范畴 .有 些 动力 学 实际 
问题 的 解 只 有 用 无 穷 级 数 的 形式 给 出 才 是 合理 的 。 例 如 ,守恒 系统 
的 广义 Hamilton 微分 方程 的 分 析 解 只 有 用 无 穷 级 数 的 形式 给 
出 0 才能 保持 原 系统 的 几何 性 质 ,在 数值 计算 领域 中 , RE 
(Taylor) 多 项 式 来 逼近 一 个 函数 ,或 用 于 求解 常 微分 方程 进而 导 
致 各 种 有 效 的 数值 方法 已 司空 见 惯 ,并 在 很 多 情况 下 获得 了 成 功 。 
但 有 时 这 种 方法 的 应 用 却 显 露出 某 些 缺 陷 , 那 就 是 当 计算 精度 很 
高 时 ,函数 的 各 阶 导数 的 计算 便 成 为 一 项 相当 麻烦 的 工作 .由 于 科 
技 的 发 展 , 特 别 是 计算 手段 的 提高 ,现在 的 情况 已 大 大 改观 .这 有 
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两 方面 的 原因 :一 是 应 用 软件 的 日 新 月 异 。 功 能 很 强 的 符号 计算 软 
VF .数值 与 图 像 程 序 软件 等 数学 软件 的 不 断 出 现 与 更 新 , 例如 ， 
MATLAB 5j Mathematica 等 工具 软件 的 出 现 , 使 得 函数 求 导 数 的 
计算 相当 方便 。 二 是 功能 日 益 强大 的 计算 机 使 比较 复杂 的 算法 得 
以 实现 .为 此 ,本 书 推广 了 微分 方程 的 寡 级 数 解法 扫 ,并 分 别 讨论 
一 阶 常 微分 方程 组 及 高 阶 常 微分 方程 初 值 问题 的 求解 ,给 出 了 所 
谓 的 李 级 数 解法 。 

另外 ,根据 算 子 半 群 理论 , 微分 方程 可 以 用 微分 算 子 6-~5( 李 
JS YO 的 语言 形式 来 表示 ,而 微分 方程 的 解 ( 算 子 ) 就 是 对 其 无 穷 
小 生成 元 的 预 解 式 取 Laplace MERN, ERKE , Laplace 变换 及 其 
逆 变 换 在 工程 技术 中 有 着 广泛 的 应 用 ,特别 是 在 力学 系统 .电路 系 
统 、. 机 电 系 统 和 数理 经 济 系统 的 研究 中 扮演 着 重要 角色 ,而且 在 自 
动 控制 理论 和 随机 分 析 理 论 的 研究 中 都 占有 很 突出 的 地 位 。 然 而 ， 
目前 它 主要 限制 在 不 同 领域 的 线性 微分 方程 问题 的 研究 范围 ,我 
们 知道 ,一 般 情况 下 ,线性 系统 只 是 动力 学 系统 的 一 次 近似 。 因 此 ， 
对 于 熟悉 Laplace 变换 的 广大 科技 工作 者 来 说 ,用 Laplace 变换 研 
究 非 线性 系统 更 是 具有 重要 的 意义 。 

本 章 借助 数学 手段 ,对 力学 领域 中 经 常 遇 到 的 非 线 性 动力 学 
方程 提出 了 一 系列 新 的 解法 ,其 主要 思想 为 用 微分 算 子 的 语言 形 
式 来 表示 微分 方程 ,基于 微分 算 子 的 预 解 式 就 是 原 微分 方程 的 解 算 
子 的 Laplace 变 换 的 基本 理论 ,分 别 用 Laplace 逆 变换 "~5 , Laplace 2E 
换 的 数值 反 演 *~! 讨论 动力 学 系统 微分 方程 的 求解 问题 。 


2.2 李 级 数 解 法 


2.2.1 基本 方程 
在 遇 到 的 各 类 力学 问题 中 ,经 常 出 现下 列 形式 的 自治 微分 方 
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程 系 统 , 即 

x= f(x), x(0)= x (2. 1) 
其 中 ,一 (zz OD mum OT ax = Gnome) ux X 
示 x 的 第 i 个 分 量 对 时 间 上 的 导数 ;fCx) = CA G0. fi G0 
f,G007 = Cfi fa fd)" REEL EE ERG o GP zi， 
267 )7 是 时 间 为 零 时 x 的 初 值 , 工 表 示 和 矩阵 的 转 置 .根据 文献 
[3], 式 (2.1) 的 右 端 f£ G0 定义 了 一 个 线性 算 子 , 即 


L= L(x) = fiio rn ped x) = 
Gif Ea (2.2) 
式 中 , (2. -) 是 既 有 矢量 性 质 又 有 求 偏 微分 特性 的 矢量 
偏 微分 算 子 。 因 此 ,微分 方程 式 (2. 1) 可 表示 为 
x = Lx —L(OOx, x(0-—3x (2.3) 
对 于 非 自 治 动 力学 系统 , 即 
x= fx,t), x(0) = xo (2. 4) 


令 zon = dus 一 1, 则 原 微分 方程 变 为 :党 = FG), = X, 
XE x = Ctt tma) O = (IOVI GD rV OD, 


D7,x, — Gf? ,-- 26 ,0)7, 其 与 模型 式 (2. D 完全 相同 。 

微分 方程 式 (2. D 及 式 (2.3) 的 解 称 为 向 量 场 f(x) 生成 的 
流 , 它 是 一 个 单 参数 李 变换 群 . 求 一 个 给 定向 量 场 f(x) 生成 的 流 
( 即 求解 常 微分 方程 组 的 初 值 问 题 ) 叫做 对 给 定向 量 场 f(x) 取 指 
数 G2 。 下 面 给 出 求解 N 维 常 微分 方程 组 通用 的 指数 形式 的 分 析 解 
及 其 数值 解法 , 称 为 李 级 数 解法 。 该 方法 是 常 微分 方程 宕 级 数 解法 
在 N 维 向 量 空间 的 推广 。 
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2.2.2 常 微 分 方程 组 初 值 问题 的 李 级 数 解 


根据 李 群 的 观点 ,求解 常 微分 方程 (组 ) 初 值 问题 式 (2.1) 及 
式 (2. 3) 相当 于 由 无 穷 小 变换 5x:x。 一 x 十 3x 寻求 整体 变换 X 
x, 一 x(t) ,该 整体 变换 是 一 单 参数 李 变换 群 。 
定理 2. 1 常 微分 方程 (组 ) 初 值 问题 式 (2. D ARO 3) 的 
解 是 一 单 参 数 变换 群 , 它 有 指数 形式 (也 称 李 级 数 形式 ), 即 
xD = xi(Xost) = etz; |l se i=1,2,,n (25 
式 中 ,微分 算 子 e* = D) Lp. 


n-0 


x. 5) 也 称 李 级 数 解 。 

证 朋 沿 积分 曲线 x. = aa), i = 1 ;2,…,n, 有 

dr. (dm des, de.) (ars ans, an] 
dr'di' 'drJVOoz, Ox; Bx, 


dt 
E 20 20 91 29] (Z, axi su ER) Las 


EEA Or, 
d x; d /dz 本 
umm EE je dU) B 
dz, ə E 
E oxi xa J+% T 8x; 3o Lr 1 TE And 
dz dz, ,, dn |( 8. 9 .. 9] - 
(eu * dt as 'azi' à) (Lx) 
于 (ELz;) = Lx 
d'z; — yn 
ae TRN 
x) = Zi (Xo . E 
E E HE T) = 


! dé 
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[z + La: + pr tet ieLe te) = 


etx, | x=x0 ? i = 1,2,.…,n 
显然 , 当 f c C^ 时, 李 级 数 解 式 (2.5) XE t= 0 的 某 邻 域 收敛 。 
那么 ,对 于 任 一 个 函数 D = B(x)( 它 不 明显 含有 1, 但 通过 x 
而 依赖 于 1), 有 


D(x) = d) tpe pe a fro (2.6) 
RC. 6) 称 为 9 G0. 的 李 级 数 展开 。 采 用 级 数 形式 的 微分 算 子 为 
e 一 Y) 女 忆 , 则 上 述 李 级 数 展开 式 可 以 写成 


n=0 


@x) = e*[Cx,)] (2. 7) 
根据 定理 2. 1, 有 X — etx, , 代 人 式 (2. 7) ,得 
Bexo) 一 er[GCxro)] (2.8) 


式 (2. 8) 被 称 为 李 级 数 的 可 换 定 理 。 
2.2.3 李 级 数 数 值 方法 
把 李 级 数 解 式 (2. 5) 表示 为 显 式 , 即 


x) a etr, |l x— Xo 二 


E aL, + 站 fz +e GL L's dn | 


wL = L(x) = Lz;,L? = x; M] Li 2i = fi X l1Xn 
TED zt n T Cfi fast fee 那么 L? (x) = 


r. (Žž L), p 2H “ 是 函数 工 ; 的 梯度 , 即 


ƏLi _ (Z ƏLi ... ay 

Ox Ox; Ox;' ”Drzr， 
aL?! 

:( ox 


WL?) =F )"*=1,2,…, 那 入 (D 一 EE 
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i= 1,2,…,n。 只 要 f(x) 足够 光滑 , 便 可 以 方便 地 得 到 任意 精度 
要 求 的 数值 解 。 根 据 计 算 精 度 的 要 求 , 截 取 李 级 数 展开 式 的 前 m + 
1 项 ,可 得 靖 阶 近似 解 . 设 步 长 为 六 , 记 xz8 为 第 & 次 迭代 值 ,那么 ， 


xp = xx) = zh FALE QS) d EET LG) si = 1,2,.…， 


1, 这 是 第 一 次 迭代 值 ,由 此 得 到 z 拉 = aP ixi? sr ni REX 
XE (EDS xf? = xia sh) i = 1,2,…,n;k 二 1,2,… ,如 此 可 得 
m 阶 精度 的 数值 解 。 

对 于 复杂 动力 学 系统 的 微分 方程 式 (2.1) MAR. 3), 可 以 通 
过 分 裂 合成 的 方法 5 (第 三 章 还 将 进一步 介绍 ) 进行 求解 。 也 就 是 
说 , 如 果 线 性 算 子 LGO 能 分 裂 成 不 可 交换 的 两 部 分 AGO 和 
B(x), 即 [4,B] 一人 4. 了 一 BA 和 0, 而且, 将 4 和 如 看 做 独立 的 
线性 算 子 时 ,它们 对 应 的 微分 方程 便 能 精确 求解 或 较 容易 求解 。 那 
么 ,由 李 级 数 解法 求解 较为 简单 的 微分 方程 x = AGOx 和 x = 
Blx)x 可 得 它们 的 解 分 别 为 x(G = exptA)xo W xa) = 
exp( 圾 )xo。 因 此 由 对 称 合成 的 积分 方法 可 得 原 微分 方程 的 解 
x(t) = exp( 站 )xo。 最 后 可 获得 原动力 学 方程 的 m 阶 近似 格式 , 即 


Xitl 一 exp(AL)x, = 
(TT exp(ehA)exp (dhB) ) s c OQ"), k = 0,1,2, 
B (2.9) 
当 m — 2( 二 阶 积分 ), 最 简单 的 形式 是 mn 一 2.0 一 一 去 ,di = 
1, d; = 0。 当 m 一 4, 有 四 阶 积分 公式 为 


Xitl 一 exp(AL)x, = 
4 
I| expCeihA)exp CadhB)x: +O), k= 0,1,2,1 
i=] 


(2. 10) 
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| | 
i AT Ra 

其 中 TER. c gd Z (2.11) 
a IF em E 
a —1-—2 


由 后 面 第 五 章 的 讨论 可 知 , 李 级 数 方法 对 于 自治 系统 是 一 个 李 群 
方法 。 


2.2.4 N 阶 常 微分 方程 的 解法 


对 于 高 阶 常 微 分 方程 
em grax Vua), r€ R 
z(0) = xí? ,7x (0) = P eurn (0) = xf? 
id zi — a7" a), i= 1,2, 2,9352. 12) 可 化 为 一 阶 微分 
方程 组 


x 


(2. 12) 


X, — X. 


X2 = X3 


X4 一 gin yT2 X44) 


Xi(0) = r, di 1,2,-,n 
进一步 得 出 zi(D = xz HeLa b IA bs |t I< os 
r= 1,2,…,n, 其 中 6 是 某 一 正 数 。 微分 算 子 L = Gem 


T 
e ( 2 E RA ux EEE 


下 面 构造 式 (2. 12) 的 mOn 2 n) 阶 精度 的 数值 解 。 

id Li = Lizi, i 二 1,2,…,n; 上 二 1,2,…,m, 不 难 证 明 ; 
Li = zz, LÌ = tmm, k=1,2,.%,n—1, 
Li = g, L = LLi, 0, LT = LLT, 
Li =L, k=1,2,",m— 1, L7 = LL? 
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即 下 一 工 得 ,有 一 1 2 一 1 一 1 2 
L 一 三 也? 

可 见 , 只 须 计算 Li ,…,L? AR L? ,i 二 2,3,…,n 即 可 , 且 L7 = 

LCL) FAR x(kh) = x GA), k = 二 1,2,…。 由 上 述 可 知 ,对 于 求 

解 高 阶 常 微分 方程 的 初 值 问题 ,该 方法 尤其 经 济 、 有 效 。 


2.2.5 MHI 
【 例 2.1】 非 线性 周期 系统 响应 问题 : 


XQ = X» 
上 =— 2, 25x; 一 (zl — 1. 5sint)? + 2sint 

Zi(0) = 0.0, zx, (0) = 1.599 29 
其 精确 解 为 

ZX1(t) 一 1.599 41sinz — 0. 000 04sin3t 

E = 1.599 41cost — 0. 000 12cos3t 
采用 四 阶 精 度数 值 方法 , 步 长 h = 0.1, 近 似 解 与 精确 解 比较 所 得 
误差 如 图 2. 1 和 图 2. 2 所 示 。 采 用 二 阶 精度 数值 方法 (以 便 与 后 文 
计算 结果 相 比 较 ) ,其 误差 变化 如 图 2. 3 和 图 2. 4 所 示 。 


t 


图 2.1 变量 zi 的 误差 
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20 40 , 60 80 —— 100 
图 2.2 变量 zz 的 误差 


20 40 , 60 80 100 
图 2.3 变量 zi 的 误差 
0.01 


0.005 


^x, 
© 


一 0.005 


一 0.01 
0 20 — 40 , 60 80 — 100 


图 2.4 变量 z 的 误差 
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2.3 基于 Laplace 逆 变换 数值 求解 
非 线性 动力 学 方程 的 新 方法 


2.3.1 数学 理论 


考虑 如 下 形式 的 常 微分 方程 初 值 问题 : 


$E Ix NE TOL (2.13) 


式 中 ,L 是 一 个 线性 算 子 .根据 算 子 半 群 理论 [9 可 知 ,L 的 预 解 式 
RQ;L) = (OI —L)' 是 微分 方程 式 (2. 13) 的 解 ( 算 子 ) 的 Laplace 
变换 。 因 此 ,期 望 通过 取 工 的 预 解 式 的 道 Laplace 变换 得 到 微分 方 
程 的 解 。. 本 节 通 过 逐步 近似 计算 算 子 也 的 预 解 式 的 Laplace 逆 变换 
来 求解 动力 学 微分 方程 ,首先 介绍 相关 理论 。 

l. 有 界线 性 算 子 半 群 及 其 无 穷 小 生成 元 

定义 2.1 it X Æ Banach 空间 ,T() (0 c £ — oo) 是 映射 和 
到 内 的 有 界线 性 算 子 的 单 参数 族 ;如 果 

(D TO — IU € X Ef S HO. 

(2) Ta +s) = TQ)T(s) 对 一 切 ts > 0 成 立 ( 半 群 性 质 ); 
METH OS: <) 是 下 上 的 有 界线 性 算 子 半 群 。 

定义 2.2 命题 


DG) = [x € X: lim TXE feg) (2.14) 
ti—0 
对 于 x E D(L), 有 
Lx = lim TC)x—x  d'TOx (2.15) 
me t dz 1=0 
则 称 线性 算 子 工 是 半 群 T(z) 的 无 穷 小 生成 元 ,DCL) Æ LAE 


义 域 。 
定义 2.3 Banach 空间 关上 的 有 界线 性 算 子 半 群 TQ)(0 x 
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t < o0) 称 为 有 界线 性 算 子 强 连续 半 群 ,如 果 
limTCDOx = x (2. 16) 


t0 


XI—9) x € X xr, —- X EIUS RERVERET o BOERERHRCN 
一 个 €, 类 半 群 ,或 简称 为 一 个 €, 半 群 。 

2. 线性 算 子 工 的 预 解 式 

定义 2.4 ”如 果 工 是 XX 中 的 一 个 线性 算 子 (不 必 是 有 界 的 )， 
那么 工 的 预 解 集 p(L) EAM- L, HAAL 1! 是 和 中 有 界 
线性 算 子 的 一 切 复数 X 的 集合 .有 界线 性 算 子 族 RGQA;L) = OI 一 
L`, E pQD RA L 的 预 解 式 。 

定理 2.2 设 工 是 X 上 一 个 有 界线 性 算 子 .如 果 y> 之 LL， 
则 


iL 1 un A 
e e'R(;L)dA (2. 17) 
X 


ni y-o 
方程 式 (2. 17) 中 的 收敛 是 依 一 致 算 子 拓扑 的 ,并 且 在 上 的 有 界 区 
间 上 是 一 致 的 。 
定理 2.3 设 工 是 满足 | T(z) || « Me" 的 Co 半 群 T(z) 的 无 
穷 小 生成 元 ;又 设 y > max{0,w) ,对 x € DAZ), 
T(x = gc] RAL)xdA (2.18 
并 且 对 每 一 6 > 0, 积 分 关于 上 在 上 € [0.1/8] 上 一 致 收敛 。 
根据 李 群 理论 ,由 定理 2. 2 和 定理 2. 3 可 知 ,T(z)x。 是 微分 方 
程 初 值 问 题 式 (2.13) 的 解 。 又 根据 定理 2.3, 可 以 得 到 ; 如 果 
| TCO || < Me" , 则 
RQ4Dx-— | Txdt (2.19) 


Xi F x € X, ReO) 2 o JR SL. BI L B TÉ SS JE ERTO) 的 Laplace 
变换 。 因 此 我 们 期 望 通过 对 工 的 预 解 式 的 六 Laplace 变换 得 到 半 
群 TO). 
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2.3.2 数值 方法 


Laplace 变换 是 数学 物理 领域 中 的 一 种 重要 的 分 析 工 具 , 在 各 
种 自然 科学 与 工程 技术 部 门 有 着 广泛 的 应 用 。 特 别 是 在 力学 系 
统 、 电 路 系统 、 机 电 系 统 、 数 理 经 济 系统 以 及 自动 控制 和 随机 分 析 
中 都 具有 广泛 的 应 用 。 然 而 ,目前 它 主 要 被 限制 在 不 同 领域 的 线性 
微分 方程 问题 的 研究 范围 。 基于 上 述 基 本 理论 , 下 面 将 运用 
Laplace 变换 及 其 逆 变 换 的 方法 和 手段 ,求解 一 般 非 线性 动力 学 系 
统 的 问题 .任意 非 线 性 动力 学 系统 都 可 以 写成 微分 方程 系统 , 即 式 
(2. 1) RRO. 4) 的 形式 。 讨 论 一般 的 非 线性 动力 学 微分 方程 系统 
即 式 (2. 1) 及 式 (2.4) 的 求解 问题 ,可 将 其 对 应 写成 式 (2. 13) 的 方 
程 形式 ,其 中 的 线性 算 子 工分 别 是 


2 FA i E 
L= fii) ret fox) cem 


ə T 
L= fiG,D zt mS 
o əv 
iss fas e rw (2. 21) 


把 工 的 预 解 式 RGQ;L) = QI—L)? 展开 为 一 致 收 伍 的 关于 算 
子 工 的 无 穷 级 数 
RQsD) = > u (2. 22) 
由 前 一 节 可 知 , 解 算 子 T(z) 是 二 的 预 解 式 的 Laplace 3 235: , 48 18 
式 (2. 22) 逐 项 对 4 E Laplace HH-n , nT48 48 8 
ro = X Ër (2,23) 
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取 户 为 时 间 步 长 ,把 式 (2. 20) 或 式 (2.21) 代入 式 (2. 23), 并 截取 
其 前 m 十 1 项 作为 TQ) 的 近似 。 从 xo 逐步 只 代 便 可 近似 求解 微分 
方程 初 值 问 题 式 (2. 13) ,进而 求解 非 线 性 动力 学 微分 方程 式 (2. 1) 
及 式 (2. 4)。 

式 (2. 23) 中 算 子 作 用 于 xo ,就 是 分 别 作 用 于 xo 的 每 一 个 分 
量 , 即 


T(P = > E Gs Oa? 20 1,2,-,n (2.24) 
式 中 ,zi” 表示 xo 的 第 ;个 分 量 。 这 样 可 得 到 上 一 六 时 的 方程 组 的 近 
4 xí? = TOO ,i 二 1,2,…,n, 即 得 到 xi = aP rP uen, 
x8) 7 如 此 迭代 , 当 z== 刀 时 ,方程 组 的 近似 解 为 x = (zh ixi, 
ena), bom 15,2, Hui? X 


mo pk 
xpoc T(h)zr = Pam shz i= 1... 
beo ^: 


(2. 25) 
由 上 可 见 式 (2. 25) 5 3X C2. 50 相同 ,因此 式 (2. 25) 同 李 级 数 解法 。 


2.3.3 ”特例 一 一 线性 常 微分 方程 的 求解 


对 于 线性 常 微 分 方程 问题 
E E EA (2. 26) 
dt 


式 中 ,B 是 一 个 定常 矩阵 ,所 对 应 的 预 解 式 为 关于 定常 矩阵 B 的 无 
穷 级 数 , 即 


RG;B) = (AI — B) Ta (2. 27) 
k=0 
对 应 于 预 解 式 (2. 27) 的 Laplace 逆 变 换 是 
k 
TCD = >) i = exp(1B) (2. 28) 


k=0 
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因此 ,方程 式 (2. 26) 的 解 为 
x) = T(t)xo 一 > RP 一 expGB)x, (2. 29) 
展开 式 (2. 29) 没有 被 截断 ,所 以 得 到 了 精确 解 。 
2.3.4 H 
[5] 2.2) 考虑 如 下 受 迫 Duffing 方程 : 


m 一 zs 
a =— yrs — axi — fixi focoswt 
式 中 ,a,8 及 7 是 物理 参数 ,fo 是 频率 为 w 的 外 部 激励 的 振幅 。 当 
w= 1.2,a =—1,8 = 1,y = 0.3, 振 幅 分 别 为 f= 0.2,0.27 及 
0.286 7 时 ,由 图 2.5 至 图 2.7 所 示 的 数值 结果 可 知 它们 分 别 是 一 
周期 .二 周期 及 四 周期 响应 .图 中 没有 画 出 始 于 初始 点 x! — 2 及 
zs = 0 的 暂 态 轨 线 部 分 , 当 y — 0 & f) — 0 时 , 它 是 一 个 守恒 系 


统 , 有 守恒 的 能 量 函数 H = Laub o Lab ai = 2.08 2.8 给 出 
了 能 量 函 数 的 误差 A 互 其 中 截取 了 前 四 项 ,时 间 步 长 取 刀 = 0.1。 
0.8 
$ 0.6 
0.4 
0.2 
0 
一 0.2 
一 0.4 
O8 823—806 908 T1 15 T4 I6 


Xi 


图 2.5 fo = 0.2 的 一 周期 响应 
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'0 02 06 08,41] 12 14 16 


图 2.6 fo == 0.27 的 二 周期 响应 


"0 02 04 06,08 1! 12 14 
El 2.7 f, = 0.286 7 的 四 周期 响应 


0 20 40 , 60 80 . 100 
图 2.8 能 量 函 数 互 的 误差 
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2.4 基于 Laplace 数 值 反 演 的 新 方法 


2.4.1 关于 函数 的 Laplace 变换 的 数值 反 演 方法 


if Laplace 变换 FO) 的 反 演 为 fO) W 
FQ) -— [ef Wd 


或 FQ) = [etie ma, ReéQ) >o (230 


利用 Gauss-Lagurrer 求 积 公式 计算 式 (2. 30) 等 号 右 端 的 广 
义 积分 ,可 得 到 


FQ) 2 J Bif Ge 77s (2.31) 


gb us 是 求 积 公式 的 结 点 ,B, 是 相应 的 权 系数 .在 上 式 中 取 4 的 n 
AMB A = AAA WARO. 3D 得 到 方程 组 


F(A,) E SB Ge, p Å= 0,1,*,n— 1 (2. 32) 
k=l j 


通过 解 方程 组 式 (2. 320 就 能 得 到 反 演 SO 的 MEWE FO), 
k= 1,2,7.n. 
由 Laplace 变换 的 性 质 知 f(D = Ole), t —> co 所 以 
fie = Q(e 0), poo 
式 (2.31) 对 于 f()e ^7 € p.a 时 精确 成 立 (pzwi 为 次 数 低 于 
2n 一 1 次 的 多 项 式 的 集合 ), 故 取 X m Aer 二 0,1,…,n 一 1, 使 
À. — e — 1 2c 0, 3X EST 
f(De = 00), too 
RE 
,一 ww 十 1 十 /Mr 一 0, 1 一 1 
式 中 ,M 是 大 的 正 数 (通常 取 M 之 100) 。 这 时 由 式 (2. 32) 可 得 到 下 
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列 方程 组 : 
Flwt+1+r/M) = Y BF Ce mms ; 
ET NP (2.33) 
为 求 更 多 的 反 演 值 ,在 式 (2. 30) 中 可 以 作 变 换 上 = xs 20, RU 
FA) = sf e fGode 
与 推导 式 (2. 33) 相似 ,有 
F(o- LE UM) sD B Gee cmn, 


k=1 


r= 0,l,=,n— 1 (2. 34) 


2.4.2 基于 Laplace 变换 数值 反 演 的 非 线性 动力 学 方程 的 
新 算法 


根据 式 (2. 31) 进行 数值 反 演 , 以 求 微分 方程 初 值 问题 式 
(2.13) URAC. D 和 式 (2.4) 的 解 ,根据 式 (2.19) 及 式 (2. 30)， 
有 


RG;Dx, = [ete "Tox à (2.35) 


对 于 式 (2. 35) 等 号 左 端 ,可 以 把 LL 的 预 解 式 展开 为 一 致 收敛 的 关 
于 算 子 工 的 无 穷 级 数 , 即 

RG;L) = 3 AX (2. 36) 
E A 0 ERBAK ERKA. 36) ETA L B5 RARE BA X A 
值 , 同 时 利用 Gauss-Lagurrer 求 积 公 式 计 算式 (2. 35) 等 号 右 端 的 
广义 积分 , 则 可 得 到 
5 xs AZ Y Be TQ x (2. 37) 


k=0 


fEZE TR 1 = s,s > 0, 由 式 (2. 34), 有 
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m 


p LAC LEAM) x= (MB m T or) , 


k=0 


r—0,1,-:,n—1 (2. 38) 
AP n Bi 分别 是 n Br Gauss-Lagurrer 求 积 公 式 的 结 点 和 相应 的 
权 系 数 。 选 择 适当 的 > 之 0, 使 得 疡 = scs 满足 精度 要 求 ,然后 以 为 
时 间 步 长 ,从 x 逐步 迭代 便 可 求解 微分 方程 初 值 问题 式 (2.13)， 
进而 求解 非 线性 动力 学 微分 方程 式 (2.1) 及 式 (2.4) 。 
在 式 (2. 35), 式 (2. 37) RRC. 38) 中 算 子 作用 于 x, MAg 
作用 于 x 的 每 一 个 分 量 。 为 解 方程 组 式 (2. 38) ,需要 求解 n 个 (nn 
是 x 的 维 数 ) 方程 组 , 即 


R(o+ IM) 至 s 9 1Biereera0aT Csr) af? f 
k= 
r-0,1,-:,n—1,i— 1,2, n (2. 39) 
其 中 ,为 简便 记 , 依 然 采 用 了 预 解 式 的 记号 , 即 
1r 3 lc r/MY" 
nee ette Dor Lent y 


(2. 40) 
L 表示 xo 的 第 ;个 分 量 。 后 面 可见 实 际 运 作 中 的 计算 量 与 解 一 个 
方程 组 相同 。 


Wuusij-i2,smebLG)- P /Puv G2, 
7 一 0 


是 以 wi(i = 1,2,…,n) 为 节点 的 Lagrange 插值 基 多 项 式 , 则 
Vandermonde 矩阵 


1 1 
ui uz u 
ui ui ui 


ney 


ml nl 
Ul U2 éd Un 
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1 1 
nu L ) sd ly ) 


I n Pu lp» 


hn] x A 


. 
. 
. 


0 1 
1j UU dec em 


iu e = Ur 
SBT Csr) e = y,, k = 1,2, n 
R(o4- EIE) = h 


则 式 (2. 39) 可 写成 


Dy) yt — f. DPS 0,1,-:,n—1 
k=1 


1 1 PS fe 
uy Us Ut U, || ye fi 

即 wo ub co wys|= | f (2.41) 
ups uo ct ul s ES 


上 述 方程 的 解 为 


一 S IEEE res (2. 42) 
r=0 
即 得 
sBiT(sri Ze “re = SUPR (ot EP ; 
r 一 0 
k= 1,2,-,.n (2. 43) 


要 求 微分 方程 初 值 问 题 式 (2. 13). 的 解 ,只 需 在 上 — se 时 的 近似 
解 , 即 


THP = TCs) = = FPR(ot l 二 jz 
l r=0 s 


i = 1.2, (2. 44) 
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JURE n] 18] t — h — sc; 时 的 方程 组 的 近似 解 ci? = TOOL i— 
1,2,…,n, 即 得 到 x, = Gri! ixi? serai)". WEER, 24 c 
kh = Asrl 时 ,方程 组 的 近似 解 为 x = (zh ag pea)", k = 
1,2,…, 其 中 


z = Tlm) = 


id + HEM aye, 


i 二 Ld … (2. 45) 
P(r = 0, 1，…， n — 1) ee 每 次 BA RA 计算 


R(w +iELM L L)x.- 1 即 可 。 


2.4.3 I 


下 面 的 计算 中 均 取 M= 100, *= 0.02, w ——4.3X (2. 39) 中 
Htm = 3, 这 样 所 得 的 方法 是 二 阶 的 。 

【 例 2.3】 求解 例 2. 1 中 的 非 线 性 周期 系统 响应 问题 .图 2.9 
和 图 2.10 显示 了 用 本 节 数 值 方法 计算 结果 与 精确 解 比较 所 得 误 
差 , 与 例 2.1 的 计算 结果 相同 。 


0.01 


0.005 


10 20 30 40 50 60 


图 2.9 变量 z 的 误差 
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图 2.10 变量 zs 的 误差 


【 例 2.4】 考虑 如 下 常 微分 方程 初 值 问题 : 
z=— (z) 一 zz 十 lnt，z(1) 20, x(10 一 1 
它 可 以 转化 为 如 下 一 阶 微分 方程 组 的 形式 
Ti = Xj. zıl) 一 0 
B =— zi — z +lnt, x01 
那么 ,前 述 数值 方法 便 可 应 用 .图 2.11 及 图 2. 12 显示 了 前 述 数值 
方法 计算 结果 与 精确 解 比 较 所 得 误差 的 变化 情况 。 


2.11 变量 zl 的 误差 
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Ax,/10^ 


bn OS 


o= © 一 


10 20 30 40 50 60 
t 


图 2.12 变量 r 的 误差 


2.5 ”本章 小 结 


本 章 给 出 了 求解 常 微分 方程 (组 ) 的 李 级 数 方法 ,可 用 于 对 动 
力学 系统 进行 理论 分 析 和 数值 研究 ,同时 具体 给 出 了 构造 任意 精 
度 要 求 的 数值 计算 方法 。 对 于 线性 齐 次 常 微分 方程 (组 )x — Bx ,其 
中 ,B 是 n Xn 定常 系数 矩阵 ,由 李 级 数 解法 可 得 到 其 精确 解 x = 
exo。 可 见 , 它 是 一 元 常 微分 方程 震级 数 解法 在 ” 维 向 量 空间 的 推 
广 , 其 优点 在 于 理论 简单 且 可 构造 高 精度 算法 .对 于 复杂 问题 可 以 
应 用 分 裂 合 成 的 办 法 。 另 一 方面 把 动力 学 系统 微分 方程 (组 ) 用 微 
分 算 子 的 形式 表示 之 后 ,其 解 算 子 可 由 它 的 无 穷 小 生成 元 (微分 算 
JO 的 预 解 式 取 Laplace 逆 变 换 得 到 .而 且 微 分 算 子 的 预 解 式 的 逆 
Laplace 变换 形式 上 是 一 个 关于 时 间 上 的 多 项 式 , 这 样 就 再 次 得 到 
了 李 级 数 方法 。 李 级 数 方法 不 仅 恢复 了 它 在 数值 计算 中 应 有 的 地 
位 ,而 且 随 着 计算 机 符号 推导 语言 的 普及 应 用 , 它 必 将 成 为 解决 实 
际 非 线性 问题 的 强 有 力 的 工具 。 应 当 指 出 ,由 后 面 第 五 章 可 见 , 对 
于 自治 系统 李 级 数 方法 是 保 群 算法 .最 后 给 出 的 基于 Laplace 数 
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值 反 演 的 积分 方法 也 是 非常 有 效 的 ,而 且 它 数值 稳定 。 


14 
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3.1 5] 


Hamilton 系统 的 动力 学 研究 长 期 以 来 一 直 是 力学 界 的 重要 
课题 .Hamilton 力学 的 观点 有 效 地 解决 了 一 系列 不 能 用 其 他 方法 
解决 的 问题 ,显示 了 其 重要 的 理论 价值 .然而 ,经 典 的 Hamilton 系 
统 的 相 空间 只 能 是 偶数 维 的 , 它 不 能 用 来 研究 相 空间 是 奇数 维 或 
无 限 维 的 力学 系统 ,例如 ,描述 自由 刚体 定点 转动 的 Euler 方程 ， 
其 相 空 间 就 是 三 维 的 ,经 典 的 辛 流 形 上 的 Hamilton 系统 是 用 正则 
Poisson 括号 来 表示 的 ,作为 一 种 推广 ,可 以 用 广义 Poisson 插 号 去 
直接 定义 广义 Hamilton 系统 。 广 义 Hamilton 系统 可 以 是 任意 有 
限 维 或 无 限 维 的 ,同时 又 保持 了 经 典 Hamilton 系统 的 大 部 分 良好 
性 质 , 因 此 它 可 以 描述 更 多 的 动力 学 问题 ,具有 更 大 的 普遍 性 ,在 
刚体 动力 学 .随机 振动 .天 体力 学 .飞行 器 动力 学 .等 离子 体 动力 
学 、 磁 流体 动力 学 、 机 器 人 动力 学 等 方面 有 重要 的 应 用 。 

辛 流 形 是 研究 Hamilton 系统 的 恰当 几何 结构 "~ , 4 28 Mg AB 
阵 奇 异 时 ,Poisson 流 形 作为 辛 流 形 的 推广 为 广义 Hamilton 系统 
提供 了 一 个 更 好 的 几何 框架 .Poisson 流 形 上 的 (有 限 维 ) 广义 
Hamilton 系统 ,作为 传统 的 辛 流 形 上 的 Hamilton 系统 的 推广 , 具 
有 广泛 的 应 用 前 景 , 因 为 它 可 以 描述 比 传统 (偶数 维 )Hamilton 系 
统 更 广泛 的 数学 力学 及 其 他 学 科 中 出 现 的 数学 模型 的 运动 。 广 义 
Hamilton 系统 微分 方程 的 真 解 是 由 初始 条 件 到 当前 状态 的 一 个 
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典 则 变换 5 。 而 多 数 高 阶 积分 方法 不 具 典 则 性 , 易 导 致 伪 阻 尼 或 人 
为 激励 ,甚至 长 时 间 和 迭代 后 会 导致 错误 的 结果 。 因 此 有 必要 研究 保 
持 其 真 解 典 则 性 的 数值 方法 。 近 年 来 ,在 数值 求解 广义 Hamilton 
系统 微分 方程 时 ,人 们 日 益 强 调 其 定性 的 性 质 C5。 这 有 两 方面 的 
原因 :一 是 功能 日 益 强 大 的 计算 机 使 比较 复杂 的 算法 得 以 实现 ;二 
是 人 们 发 现 数值 积分 能 保持 常 微分 方程 的 某 些 定性 特征 。 在 
Hamilton 体系 下 , 保 结 构 的 辛 算法 已 得 到 广泛 的 研究 [5 ， 
Forest 和 Ruth" , Forest!? 及 Yoshida? 采用 对 称 合 成 的 办 法 ， 
方便 地 构造 了 二 阶 .四 阶 及 更 高 阶 的 辛 积 分 。 上 述 积分 方法 均 限于 
无 耗 散 的 Hamilton 系统 .然而 , 耗 散 广泛 存在 于 各 种 动力 学 系统 
中 ,对 带 耗 散 的 动力 学 系统 的 研究 近年 来 已 引起 学 术 界 的 广泛 关 
注 。 程 代 展 \ 卢 强 59 给 出 了 带 耗 散 的 广义 Hamilton 系统 的 模型 及 
应 用 方法 ; 朱 位 秋 等 25 对 随机 的 广义 Hamilton 系统 进行 了 广泛 
的 研究 ,并 取得 许多 重要 成 果 。 但 目前 还 有 许多 问题 值得 进一步 探 
索 。. 在 上 述 工 作 的 基础 上 ,本 章 将 在 Poisson 流 形 上 给 出 构造 广义 
Hamilton 系统 保持 其 真 解 典 则 性 的 mlm > 10 阶 显 式 积分 格式 的 
方法 。 对 于 带 耗 散 的 广义 Hamilton 系统 ,以 不 同 的 方法 分 别 对 待 
自治 系统 与 非 自治 系统 ,用 分 裂 合 成 的 办 法 求解 自治 系统 ;而 另外 
基于 经 典 的 Magnus 级 数 方法 和 Fer 展 开 式 等 李 群 积分 思想 ,研究 
非 自 治 系统 的 求解 问题 ,给 出 耗 散 广义 Hamilton 系统 的 保持 其 广 
义 伪 Poisson 括号 的 显 式 积分 算法 。 

上 述 算法 均 属于 李 群 方法 5 。 此 外 ,其 他 几何 积分 法 也 普遍 
受到 学 术 界 的 关注 ,例如 ,保持 相 空 间 体积 的 积分 法 "3 ,保持 第 一 
积分 的 积分 法 2223 ,离散 梯度 法 后 :2 ,等 等 。 文 献 [21] 的 几何 
积分 法 ,是 把 所 求解 的 常 微分 方程 化 为 “线性 梯度 形式 ”, 再 用 离散 
梯度 的 方法 求解 ,其 结果 保持 系统 的 第 一 积分 和 Lyapunov 函数 不 
变 。 文 献 L[14] 为 广义 Hamilton 控制 系统 提供 了 一 个 几何 框架 , 建 
立 了 广义 Hamilton 控制 系统 的 模型 形式 ,直接 离散 其 Hamilton 
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函数 的 梯度 来 构造 数值 解法 是 很 自然 的 .本 章 用 离散 梯度 方法 研 
FSX Hamilton 方程 的 数值 解法 ,并 进一步 研究 广义 Hamilton 
控制 系统 ,给 出 广义 Hamilton( 控 制 ) 系统 的 保持 其 Hamilton K 
数 性 质 特征 不 变 的 数值 积分 方法 。 


3.2 Poisson 流 形 上 的 广义 Hamilton 
系统 的 数值 解法 


3.2.1 Poisson 流 形 及 广义 Hamilton 系统 的 基本 理论 


定义 3.1 设 M 为 n 维 的 光滑 流 形 ,M 上 的 广义 Poisson 括号 
(3 是 一 个 C* QD X C^ OD 一 C* OD 的 光滑 映射 ,对 任意 下 ， 
G € C™”(M) ,满足 : 
(1) RART: 
{aF +G,K} — a(F,K) 3-06(G,K) (3.1) 
(2) 反对 称 性 : 
(F,G) =— (G,Fj (3. 2) 
(3) Leibniz 法 则 . 
(IF* G,K} =F» {G,K} +G.» {F,K} (3.3) 
(4) Jacobi 恒等式 ， 
(F,(G,K)) -- (G.K,F)) CK, (F,G)) 20. (3.4) 
RAT X Poisson 括号 结构 的 流 形 M, 称 为 Poisson 流 形 , 记 
ÄM, {D AWA M. 
设 Poisson 流 形 的 局 部 坐标 为 (zzz，…z,), 则 广义 Poisson 
括号 结构 可 以 由 它 在 坐标 函数 上 的 作用 而 确定 。 
定义 3.2 J X Poisson f£ & (,) 的 结构 矩阵 J(x) 是 一 个 nX 
n Br BOSE SRÓBPE ,其 元 素 由 .万 (xz) — Gro) 定义 , 称 为 结构 元 素 。 
利用 广义 Poisson 括 号 的 Leibniz 性 质 ,对 C”(M) 中 用 局 部 坐 
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标 x 表示 的 函数 下 ,G, 有 
-5n EE (3.5) 


i=l j= 


命题 3.1 对 于 定义 在 开 子 集 MC R^ En Xn 函数 矩阵 J (x) 
EM 上 的 一 个 广义 Poisson 括号 的 结构 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 
J GO 是 反对 称 的 且 满 足下 列 Jacobi 恒等式 


Saco) 9J & Cx) 9J ; Cx) 
ERSTER +J G) 235 EJ, qo 28? = o, 


t=1 


do ex dad (3.6) 
命题 3.2 ETM x> y= p(x) 是 一 个 微分 同 胚 , 则 它 把 
J GO 变 为 JG ,后 者 仍然 是 广义 Poisson 括号 的 结构 矩阵 , 且 有 
关系 
J.Q)- 5 yp a CPO), psa = 1,2,°%,n (3.7) 
Ox; Ox; 


i j=1 


定义 3.3 EERE x — y= plx) 保持 广义 Poisson 括号 
结构 不 变 , 即 
Jo D) = Jp), po = 1,2, (3. 8) 
此 变换 称 为 广义 典 则 变换 。 
定义 3.4 设 (M,({,)) 是 一 个 Poisson ÑE ,H:;M — R EM 
上 的 光滑 函数 ( 互 也 可 以 是 时 间 : 上 的 函数 ) ,那么 M 上 由 五 确定 的 
广义 Hamilton 向 量 场 Xy 定义 为 :对 一 切 下 CE C^ OD ,有 
Lx,F = {F,H} (3. 9) 
函数 H 称 为 该 向 量 场 的 Hamilton 函数 。 
定义 3.5 广义 自治 Hamilton 系统 是 一 个 三 元 组 (M, 1{,}， 
瓦 ) , 它 的 动态 表示 为 x — Xy, Bl 


= {zxi, H} = 3H" DE 
方程 式 (3. 100 被 称 为 广义 Hamilton un 


H i=1,2, sn (3. 10) 
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xilt) = Plx t), Wxos0) = x). i = 1,2,.,n 
(3.11) 
是 广义 Hamilton 方程 式 (3. 10) B t = 0 Bp sb xo = GP aP un, 
LEP) 的 解 , 那 么 对 解 的 存在 域 中 的 任何 t, 式 (3. 11) 确定 了 M 的 一 
个 变换 , 即 
Vx, — Vx Em x (3. 12) 
可 以 证 明 该 变换 是 一 个 广义 典 则 变换 5 , 即 


SG S rn ejoa X435 
i j=1 


对 于 自治 的 广义 Hamilton 系统 ,上 述 典 则 变换 式 (3. 12) 可 以 
BAUR UI 


A, Cx, JE) = b» PAIS), i 一 1,2,.*,.n (3. 14) 


n=0 
Ai (xo) == E , Aia (xo) EXP, (Ai (xo) H2! (3. 15) 
定义 算 子 如 下 : 


LG) =- XJ, (xo) 2 S 3 (3.16) 
那么 ,可 以 将 W TET RE EE SEL s BI 
V (xo t) nad eto» rE? , i 二 1,2,° ,nn (3. 17) 


3.2.2 广义 Hamilton 系统 的 保 结构 算法 
下 面 根据 式 (3. 17) 来 构造 数值 迁 代 算法 。. 记 


n oH 9 
L(x.) = - 2 (xo) axi AGO ETT AG 
fiGR sg (d + f: (xo) 3x em H+ fa o) im o0 
(3.18) 


那么 也 (xo)Z = f; eu. i 一 一 1， 2,” (3. 19) 
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简 记 
Li == L! (x) — L(x, )z$? 
(3. 20) 
L* exptoe = Lt (x aP, k = 1,2, 
那么 ,有 
Depta 


Qu. O ar? ar? T 
Gf FO re a 5) —-€Ó 


AE E 


ə 9f; 9 
Cfi fast fs TE: aa pU dy 


LT EE Lre = LE" m 


C5 (Li ! LZ : REIZES Da (2 Ae 9 "as ) 十 
Ci, (E LT. y t^t 了 *) X 

9f; of: 9 
( ox 3r E vd Lf. 


CLPCA.foe I^ fX 
(pe ofi L"? Ofi aco L” Əf: ) 


ax ? (2)? (n) 
ox Oxo Oxo” 


NES 


(3. 21) 
式 中 ,i — 1,2,**,2. Wl m — 3, 4, 544, 


由 上 可 见 , 要 计算 Lr REELT RL Ê Ss E E A 


Tj 


o 9fi _ ore m—2 af. 
g a S ) 的 基础 上 进 一 BHAL SS sie 


i = 1,2,…,n。 如 此 ,可 以 构造 mOn > 1) 阶 和 迭代 格式 。 设 步 长 为 
hP 为 x 的 第 ; 个 分 量 的 第 & 次 迭代 值 ,那么 ,zxf? = wi, 


h) =x? HAL! Co) He HTL? Ce), i 二 1,2,…,n, 它 是 第 一 
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ix. 得 到 X; = Ca (P ,z(? Ser, 第 k 次 迭代 值 为 Xy 二 
v stt di? Po ,其 中 ai? —-— Vix sh) ,也 就 是 


XE = Mx.) = xj 4 AL! xa) de EMG. 


i—]1,2,-,n; k — 1,2, (3. 22) 
如 此 可 得 m 阶 精度 的 数值 解 。 
事实 上 ,本 节 的 保 结构 算法 是 第 二 章 中 李 级 数 解法 在 Poisson 
流 形 上 广义 Hamilton 系统 的 一 个 特例 。 
对 于 非 自 治 广义 Hamilton 系统 ,有 
x = {x,H(x,t)} (3. 23) 
根据 文献 [5] 的 方法 可 以 将 它 做 如 下 处 理 : 


dx. (HGD-4 A) 


dr 

dt _ N 

一 二 {t H+ p} 21 (3.24) 
dr 

dp, — — OH 

iO (b H+ bi 3: 


相 空 间 变 量 拓 广 到 w — xt p) ,这 时 新 的 时 间 变 量 为 r。 
3.2.3 广义 Hamilton 控制 系统 中 算法 的 应 用 


广义 Hamilton 控制 系统 为 
xg) 2 G0 giu 


aH (3. 25) 
ENDS: on 
y=g (x) ox (x) 
oH, 
x | [460 od Ox 
cd Bt [n0 0 oH, 
ən 


RP, H, xp = HOHH, Mm, H,Gp =u, 9 — y NA 
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所 给 数值 方法 同样 适用 。 
3.2.4 pi 
【 例 3. 1】 求解 如 下 Hamilton 系统 微分 方程 : 
oH _ 
. 9qi zb 
qi 0 1 O||aH qı (0) 4 
gz| |0 0 1||8g qs(0)| | 1.9V2 
hi —1 0 0|JaH|' |p 0) V3 
2 0 —1 0 0|32: , (0) 4 
oH (|— 1.9/2] 
VE 
2 2 
式 中 ,万 = PE UMSK A 二 0. 1, 采 用 二 阶 算法 进行 计算 。 


图 3.1 给 出 了 迭代 10 000 步 Hamilton 函数 的 误差 变化 ,图 3. 2 和 
图 3. 3 分 别 给 出 了 对 偶 变 量 qi ,Pil 及 quib 的 误差 。 
2 


0 
0 200 400 600 800 1000 1200 


图 3.1 Hamilton 函数 的 误差 
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^q( 4p)/10^ 


0 200 400 600 800 1000 


图 3.2 变量 ,zi 的 误差 


^q((^p;)/10* 


0 200 400 600 800 1000 


图 3.3 变量 qi o 的 误差 


3.3 Hamilton 系统 的 辛 算法 


3.3.1 Hamilton 系统 


如 果 广 义 Hamilton 系统 式 (3. 10) 中 的 结构 和 矩阵 J(Cx) 为 标准 
的 辛 和 矩阵 了, 则 广义 Hamilton 系统 式 (3. 10) 就 是 一 个 Hamilton 系 
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统 .其 中 , 痒 矩阵 了 -| ^, ， |n 维 单位 矩阵 ,Hamilton 系统 


对 应 有 标准 的 Poisson 括号 { ,}( 本 节 中 相同 符号 均 指 Poisson 括 
号 ), 即 

(F,G) = FG; — F,G] (3. 26) 
式 中 ,F 和 G 是 关于 g 和 pp 的 光滑 的 向 量 函 数 , 即 qo p € R',F; 
R” — R',G:R” —R',k,L 1,854. Hamilton 系统 有 如 下 方程 形 
式 , 即 
Lm E 

__ 9H(g,p) 
9q 

A, H:R” — R.id x — (07, p?) W Hamilton 系统 式 (3,27) 又 
可 以 写成 


(3. 27) 


x — (x, H} (3. 28) 
而 任意 向 量 函数 FIR — R" m 2-1 随时 间 的 变化 可 以 表示 为 
f—.H) (3. 29) 
进一步 引入 微分 算 子 de ,G:R2 — R, 有 
d;F = {F,G} (3. 30) 
那么 ,又 可 以 把 式 (3. 28) 写 为 如 下 形式 : 
x = dax (3.31) 
它 的 解 可 以 形式 地 写 为 
x(t) = exp(Gd 2x, (3. 32) 


Hamilton 矢量 场 式 (3. 27) 的 一 个 非常 重要 的 性 质 , 即 是 对 于 足够 
小 的 t,explidn) 是 一 个 典 则 映射 , 即 expCGd 42 应 保持 Hamilton 
系统 的 辛 结构 ,也 就 是 说 它 是 一 个 辛 映射 , 见 如 下 定义 。 

定义 3.6 ”如果 一 个 线性 映射 A:R” 一 R” 满足 47JA =J, 
则 称 它 为 辛 映射 。 
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定义 3.7 一 个 可 微 映 射 8:U — R"(U € R” 是 一 开 集 ) ,如 
REH Jacobi 矩阵 g (p,q) 处 处 是 辛 的 , 即 满足 g/Cp.q? Jg Cp. 
D 二 J, 则 称 该 映射 为 辛 映射 。 


3.3.2 Hamilton 系统 的 辛 算法 


定理 3.1 dba. 二 1,2,…,s, 是 实数 ,ci — a; JUI 
按 如 下 定义 级 Runge-Kutta 方法 : 


k: = f(t; - ch, xoth S yask;) 
j=1 


. (3. 33) 
X) — Xo TAS ibk, 
i=1 
如 果 其 系数 满足 条 件 
bia j -F bja j = bibj, isj = 1.2.5 
则 它 是 一 类 辛 格式 。 
定理 3.2 所 谓 的 辛 Euler 方法 为 
pea = p, ~A Eepe) 
HC ) (3. 34) 
ami =g tk? c E 


它 是 一 阶 辛 格式 。 
定理 3.3 隐 式 中 点 公式 为 
Xai xh J^ NV HC, H x)/2) (3. 35) 
它 是 二 阶 辛 格式 。 
Hairer 证 明了 Hamilton 系统 的 辛 积分 格式 具有 后 延误 差 的 
性 质 , 即 对 于 步 长 为 h 单 步 辛 格式 , 即 
Xm 一 Pax (3. 36) 
总 存在 一 扰动 Hamilton 函数 , 它 可 以 渐进 展开 为 级 数 形式 ,使 得 
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式 (3. 36) 中 的 到 可 以 表示 为 
V, = exp(hd) (3. 37) 
也 就 是 说 , 映射 下 可 以 看 做 该 扰动 Hamilton 函数 生成 的 
Hamilton 矢量 场 , 即 
x= (x, H) (3. 38) 
的 时 间 h 流 ,这 个 问题 后 面 还 会 讲 到 ,这 里 不 多 解释 。 

Yoshida 首先 提出 了 Hamilton 系统 式 (3. 27) 的 高 阶 算法 可 
通过 又 诸如 隐 式 中 点 格式 等 二 阶 对 称 辛 方法 来 合成 。 为 此 , 先 介绍 
一 个 算法 的 共 斩 及 合成 方法 的 概念 ,后 面 会 发 现 它们 在 算法 的 构 
造 中 非常 重要 。 


3.3.3 Hg ik 


我 们 知道 ,关于 时 间 对 称 的 数值 方法 具有 许多 很 好 的 性 质 , 共 
轿 方 法 的 概念 对 于 理解 和 掌握 对 称 性 非常 重要 。 对 于 自治 系统 , 即 
yf» ya) =» (3. 39) 
它 的 流 e. 应 满足 对 称 性 质 9-7 — p 。 但 是 通常 一 个 单 步 数值 方法 
o, 不 具备 该 性 质 。 
定义 3.8 算法 6, KERE Bi 是 一 个 新 的 算法 , 即 
0;:— 0; (3. 40) 
也 就 是 说 ,yi = d; (yo) E y, = 6.0. S nme. = 
D, , 则 算法 一 定 是 关于 时 间 对 称 的 。 例 如 , 隐 式 中 点 公式 是 对 称 格 
式 ;而 隐 式 Euler 77 2 8093E 98 77 1 f ib Euler 方法。 
共 罗 方法 有 如 下 性 质 ; 
(OD (3950! = 9, (3. 41) 
(2) (D, o W,)' —W; «dy (3. 42) 
定理 3.4 Bop, ERG. 390 的 精确 解 , 而 @; 是 它 的 一 个 p 阶 
数值 方法 ,满足 
D, (yo) = e, Cy) HCY h*? HOC) (3. 43) 
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JA RERE @ 同样 是 一 p 阶 方法 , 且 有 如 下 估计 : 
Di Cy) = PY) H DCC HOR) (3.44) 
如 果 该 方法 是 对 称 方法 , 则 它 是 偶数 阶 的 。 

证 明 由 给 定 的 初始 点 yo， 计 算 PY) Ey = 4 y), 
HE 9; Ou) 的 局 部 误差 为 e" 。 然 后 把 该 误差 由 QD, 映射 即 可 返 
[848 3 D, KRE e. M- e RREO 的 局 部 误差 ,由 假设 式 
(3. 43) All 

e = (~— D?CCp, o Dh + OCA?) (3. 45) 
因为 p) = y; -OODO 及 e 二 (I 十 OC(h))e* ,所 以 
e* = (~ D*CGO)h*" +O) 
因此 式 (3. 44) 得 证 。 如 果 算 法 是 对 称 方法 ,就 有 O = 四, 于 是 
CC) 二 《一 1)?C(yo),p 必然 是 偶数 。 


3.3.4 合成 算法 


由 给 定 的 某 种 单 步 方法 (及 其 共 轿 方法 ) 采用 不 同 的 步 长 来 
合成 新 的 数值 方法 ,可 以 在 保持 原 计算 方法 的 性 质 的 同时 能 提高 
计算 精度 .具体 讲 , 假 设 @ 是 一 基本 方法 ,7 ,7 no Y, 是 实数 , 那 
么 ,我们 称 它 的 不 同步 长 nh yho ,Yh 的 算法 的 合成 

P, = D,a ° D,a e t e D,a (3. 46) 
为 0, 的 合成 方法 。 
定理 3.5 假设 D, 是 一 p 阶 单 步 方法 ,如 果 
ni 二 7 十 … 十 7 二 1 
yocp spese eo 
那么 ,合成 方法 式 (3. 46) 至 少 是 十 1 阶 的 。 
证 明 ”类 似 于 定理 3.5 的 证 明 ,不 妨 设 s — 3。 根 据 假设 ,有 
yi = D,a) = PY) d Cy NV h + Oh) 
y: = Dp Oo) = P) HOC + Oh) 
Ja = Dra Yo) = Pa Y2) CODY! h^? + O(Of?) 


(3. 47) 
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记 ej = yi Ym» i= 1,2,3 
因为 y = y FOOD. HX, y: 一 1 所 以 
®, (yo) — p, (yo) = €j +e + e; 
CCS Of" + yO MT yt DA?" HH Oh) 
根据 假设 中 的 第 二 个 条 件 , 上 式 中 OR") 项 为 零 。 
我 们 还 可 以 用 一 个 算法 和 它 的 共 罗 算 法 进行 合成 ,一 般 地 可 
以 取 如 下 形式 : 
Y, 6, , 9 Dat 9: €». o Ds, rd o, + d D; (3. 48) 
同 理 可 证 明 式 (3. 48). 要 提高 一 阶 精度 ,应 满足 如 下 条 件 ， 
pi ta tf a i =1 
C— Bt" 二 + of + 1)?p8 十 和 -H (3. 49) 
C- D'g' Far? = 0 
Bin. 3 p—s— 18a 一 B 一 了 ,可 以 用 任意 一 阶 方法 
o, 合成 一 个 二 阶 方法 V,:V, = DB, ° Oin. 
3.3.5 分裂 合成 方法 


分 裂 与 合成 是 分 不 开 的 ,如 果 一 个 矢量 场 可 以 分 裂 为 两 个 分 
别 具 有 精确 解 的 子 问题 ,那么 通过 合成 的 办 法 不 难得 到 它 的 数值 
解 .对 于 任意 动力 学 系统 y — f O0 ,假设 它 可 以 分 裂 为 
y f?" OQ) f?) (3. 50) 
如 果 了 = fO 00 HRADIA ei. 3E A. TA dc Su n9 6 dS 
D, = 9:79; 及 i = qi? o oi? 分 别 给 出 原 问题 的 一 个 一 阶 近 
似 解 ,而 P, = D e D = eii » oi? » oi 给 出 一 个 二 阶 的 对 称 
格式 .当然 还 可 以 类 似 于 式 (3.48) 构造 高 阶 近似 格式 。 即 通过 确 
定 待 定 系 数 al ,51 ,az ,bs as b, FEP ai RÆ bn 是 零 , 也 可 能 
两 者 都 是 零 ) ,使 得 


[21 [11 


V, = 91297195, 90959; (3.5D 
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达到 高 阶 精度 。 
有 时 ,分 裂 后 式 (3. 50) 中 只 有 一 个 子 问 题 有 精确 解 , 而 另 一 
子 问题 只 能 得 到 其 数值 解 ,不 妨 设 ei 是 y — f Oo 的 精确 流 ， 
D 是 了 — f^ (y) 的 一 个 一 阶 数值 流 ,那么 由 四 — oi? 。g@ 及 
D = di? : oi? 作为 合成 方法 式 (3. 48) 的 基 ,构造 的 合成 方法 为 
P, = oii BH o Dp o 
QU s h G Q^, o tto o o gh (3.52) 
它 可 以 达到 高 阶 计算 精度 ,但 不 能 保持 原动力 学 系统 的 李 群 性 质 。 
如 果 微 分 方程 可 以 分 裂 为 能 精确 求解 的 N 个 部 分 : 
y= fy t fü] e foo (3. 53) 
设 y — f? Oo 的 流 分 别 为 p ,那么 可 以 推广 式 (3. 51) 来 构造 合 
成 方法 ga ,9 中 ,9 多，%…。 但 是 这 样 很 难 构 造 一 种 最 优 的 合成 方 
法 ,最 简单 的 也 是 非常 有 效 的 办 法 是 用 一 阶 方法 D, = gi! 9 。…。 
qi E Rt UR USSX C3. 48) 来 构造 高 阶 算法 。 


3.4 BCH 公式 


3.4.1 指数 映射 的 导数 及 其 逆 映 射 


对 任意 两 个 矩阵 只 和 4 ,它们 的 交换 子 L[2,4] 定义 为 
[2,4] = QA — AQ (3.54) 
如 果 [LQ,4] = 0, 则 称 它们 是 可 交换 的 ,否则 为 不 可 交换 的 。 如 果 
固定 2 ,那么 由 式 (3. 54) 可 以 定义 一 个 线性 算 子 4 一 [0.A). Bn 
ads (A) = [Q.A] (3.55) 
称 为 伴随 算 子 ,为 了 计算 指数 映射 的 导数 ,下 面 首先 计算 2 的 
导数 。 


(ze')a = HQ 十 DHO t ----Q"H (3.56) 
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如 果 和 FH 可 交换 ,那么 
(35e )n = kHQ* (3.57) 


-RRF RMH urat. uten FAEERE. 4 R—2XE 
& 一 3 时 ,有 

HQ + QH = 2HQ + ads CH) 

HQ? + QHN + (9? H = 3HQ* + 3(adog CH)) Q + ad CH) 
Kp ads CHO 是 伴随 算 子 的 迭代 应 用 ,而 ad%8(H) = HET O = 
R. Q ,应 用 Leibniz 法 则 及 恒等式 QCadn(H)) = Cada (HAH 
ad (H) ,最 后 可 得 


(ae s = 5 (f Jenama (3. 58) 
定理 3.6 指数 映射 exp@ = > ji? 的 导数 为 


(sexo )n = (dexpga (HDD exp (3. 59) 
式 中 
dexpa(H) = $} ——-—.adiH (3. 60) 


em UEM R 
级 数 式 (3. 60) 对 于 所 有 的 OERA. 
证 明 ”在 式 (3. 58) BS PL RI AE CE 07 ,将 各 项 取 和 , 记 j = 
k 一 i 一 1, 不 难得 到 


(sexe) EO HD|, i onama ex 
1 
212 arD 
因为 || ada || <2 IET ,所 以 前 述 级 数 收敛 。 
定理 3.7 如 果 线 性 算 子 ado 的 特征 值 不 等 于 20i. lE 
{ 士 1, 士 2,…} ,那么 dexpa ETK, || Q| 二 x 时 它 的 道 为 


(ada CH)) (Y 
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B. dH (3.6D 


dexpa (H) = > Pr 


式 中 ,Bi Ai D (I)e = cet xut 


证 明 ”dexps 的 特征 值 为 = 2 /D1= = (è —1)/à, 


HF, Eada 的 特征 值 。 根据 假设 可 知 4 关 0， 所 以 dexpa 可 道 。 根 
据 伯 努 利 数 的 定义 , 式 (3. 60) ARG. 61) 的 复合 即 得 到 恒 等 算 
子 。 再 根据 lada || «21 Q1 HKE x/Ce* — D 的 级 数 的 收敛 半 
径 为 2r, 所 以 当 IRI < r RG. 61) 收敛 。 


3.4.2 BCH 公式 


设 A 和 B 是 两 个 不 可 交换 的 矩阵 ,我 们 的 问题 是 求 一 个 矩阵 
CCG) ,使 得 
exp(GADexp(GB) = expC(i) (3. 62) 
成 立 。 首 先 把 式 (3. 62) 等 号 左边 展开 为 一 个 寡 级 数 形式 为 
exp(zA )exp(tB) = I -d- £CA + B) 十 
P (A? E AB +BA +B?) OG). = 


I-4- X 
如 果 时 间 t 足够 小 (关上 也 很 小 ) ,那么 对 数 函 数 的 级 数 展开 为 
lgd +X) = X—X/24-- 
将 产生 和 矩阵 CCD) = lg(I 十 X) = (A+B) 十 T. + AB 十 BA + 


B') OG) ,使 之 满足 式 (3. 62) 。 因 为 它 由 收敛 级 数 的 基本 运算 得 
到 ,所 以 它 有 正 收 敛 半径 。 

定理 3.8 设 A 和 B 是 两 个 不 可 交换 的 矩阵 ,那么 式 (3. 62) 
成 立 , 其 中 的 CC(2) i 


C- 4 十 B 十 于 [4 一 B,C] 十 已 yfad (A +B) (3. 63) 


第 三 章 广义 Hamilton 系统 的 保 结 构 算法 59 


的 解 ,其 初始 条 件 为 C(0) = 0,ad cA = [C.A] = CA 一 4C ,而 了 ,是 
HEAR. 
证 明 ”首先 考虑 关于 较 小 的 s 和 上 的 矩阵 函数 Z(s,z) ,满足 
exp(sA )exp(1B) = expZ(s,1) (3. 64) 
应 用 定理 3. 6 将 式 (3. 64) 对 s 求 导数 ,可 得 


AexplsA )exp(1B) = dexpz,, (Zew JexPZG. 0 
因此 


æ = dexpz!(A) = A — 32. A]+ 2:i radi (A) (3. 65) 


对 式 (3. 64). 的 两 边 进行 求 道 , 可 得 
expC— tB )exp(— sA) = expC— Z(s,t)) 
将 上 式 对 上 求 导 数 ， fe 65) ,可 得 


2 一 dexp4(B) = B+ > LZ. B] + 2: Biad; CB) (3.66) 


式 中 ， coc ie. TOR 而 对 于 所 有 之 2 的 奇数 ， 
伯 努 利 数 均 为 零 。 

将 式 (3. 62) 和 式 (3. 64) 进行 对 照 ,不 难 发 现 CO) = ZG.D, 
因此 有 


CO) = Z (sr) T CAERS 
Əs ot 


再 根据 式 (3. 65) 和 式 (3.66) 计算 并 相 加 , 即 可 得 式 (3. 63) 。 
根据 定理 3. 8, 即 可 以 计算 CO) 的 Taylor 展开 的 系数 , 即 
exp(zA )exp(1B) = expt C; 4- 2€, 4- 6C, 十 2C HEG 十 …) 

(3. 67) 

EAG. 67) 代入 式 (3. 630 ,比较 两 边 的 同类 项 ,并 根据 Jacobi 恒 等 

式 , 即 

L4,[LB,C]]j 十 LC,L4,B]] 十 LB,[LC,4]] = 0 
进行 化 简 ,可 得 
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C; — A-- B 
C, = I[A.B] 


1 1 

C, 一 13 4: LA B1] F i3 E: LB.A]] 
1 

C, — zlá LB LB.AT]] 


1 1 
G = — zs LASS LAS LA BTTI] — zoo UB: CB EB. B.111] + 


1 1 
zgo A: LBS LB. ELB.ATTT) T 369 P [4， CA, [A,B]]]] + 


1 1 
TLA [ALB [B,A]]]] + gi [B[B,[A,[A, BIJ] 


(3.68) 
对 于 更 高 阶 的 表示 非常 复杂 。 
以 后 构造 算法 ,经 常 要 用 到 对 称 形式 的 BCH 公式 , 即 
exp(-5A expatDexp(74)— expG Sı -- ËS, 4- PS; +e) 
(3. 69) 
因为 上 式 左 端的 着 可 以 通过 改变 上 的 符号 获得 , 右 端 也 一 样 , 因 此 
右 端 仅 含 有 上 的 奇数 次 项 。 先 应 用 BCH 公式 ( 式 (3.67)), 求 


exp(-54)exo( 5 B)— expC()， 而 后 再 次 将 BCH 公式 应 用 于 


expCCG)OexpC—- CC— 0) 中 ,不 难 求 得 式 (3. 69) 中 的 各 系数 , 即 
S, 一 A 十 B 
el L 
S: =— g;L A LA BT] + 15LB LB. AT] 


7 1 


1 1 
seg ^ [B [B-[B,A]]]] + cc LB. LA LA^ [A B]]]] — 


1 r 1 
jag As LA ELB,ELB.AT]T] 后 125: 8: LB. LA, M 
3. 70) 
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类 似 地 ,还 有 
exp(A)exp(1B)exp(A) = expGW, + PW, d- PW; 十 …) 
(3. 71) 
其 中 


w, =— (A. [A.B] + LB. LB.A]] 


7 1 
W; = aeo A LA Ls LA B113] 一 seg B: LB. LB.LB.ATTT] T 


1 1 . 
gp A: LBALB.LB.A TIT] + 3e B^ LA- [A CA. BTT]] — 


1 1 
sg A LA DB. EB ATI] 十 50[B,LB,[4,[4,B]]]] 


(3. 72) 
3.4.3 ”对 称 合成 高 阶 算法 


显然 ,由 式 (3.71) 确定 的 算法 不 包含 1 的 偶 次 备 , 它 关于 时 间 
是 可 道 的 , 即 
S(DS( 一 = SC- DSCO = id (3.73) 
称 其 为 对 称 的 .Yoshida 用 一 种 间接 的 方法 构造 高 阶 算法 。 
定理 3.9 ”关于 时 间 对 称 的 算 子 ,其 形式 为 


SG) 一 ep dV eo cdudb = 
i=] 
expGCA +B) +0 )) (3.74) 
WRES 展开 为 
S) = expGS, HEPES, -- PS, 3 CS, 十 …) (3. 75) 
HA S: = Si = S [oL 
证 明 将 SGD) RISC— D = expl tS, HES, —PS, - PS, 一 …) 
相 乘 ,根据 BCH 公式 ( 式 (3.67)) OSEE t SECURE E 
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SHS D = exp[ 278, + OC? 5] (3. 76) 
IN SOSO D = id. UL 2288, +O) = 0,8, = 0。 同 理 , 对 于 
高 阶 项 , 有 SOS D 一 exp[24S, + O()], ER S, — 0 及 
Se 一 Se 一 … 一 0。 

下 面 由 低 阶 的 对 称 数 值 格式 (如 Hamilton 系统 的 辛 算法 ) 来 
构造 高 阶 对 称 方法 。 可 以 通过 合成 两 个 二 阶 的 对 称 格式 来 构造 四 
阶 方 法 , 即 

Su O5: = Sona Ga DS; Go DSsa nit) (3, 77) 
式 中 ,zx。 和 zi 是 两 个 待定 的 实数 。 记 
Sia Gn D = exp(ziS, + ËLS, 十 55z5S e) (3.78) 


和 
Sia Gt) = exp(troSi +Ë LIS + P2384 He (3,79) 
那么 有 四 阶 算法 , 即 
Sis) = expGCGo 十 2zi)S +r Gi 十 2z3)S; 十 

t GÀ + 2ri)Ss 十 …) (3. 80) 
为 了 使 得 式 (3. 80) 达到 四 阶 精度 ,需要 两 个 条 件 , 即 

Zo 十 2zi = 1, z +2 一 0 (3. 81) 
显然 式 (3. 8D 有 惟一 解 , 即 

2 1 
To ——4 A ncc (3. 82) 


将 式 (3. 800 和 式 (3. 740 进行 比较 ,不 难 发 现 它们 的 系数 之 间 的 联 
系 为 


di = d: = 11, d, = x 


€1 — €4 — dl C2 77 €3 — Lo ta) 


2 
同 理 , 可 以 在 四 阶 方法 的 基础 上 构造 六 阶 方法 。 假 设 四 阶 方法 有 如 
FEFA: 
Saa (t) = expGS, + 88, + £08, OQ) (3. 83) 
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我 们 设法 对 称 合成 一 个 六 阶 格式 为 
Si (E): = San (Yt) Sn Yot) Sn Cyt) (3. 84) 
同 前 面 的 过 程 类 似 , 根 据 对 称 BCH 公式 ( 式 (3.71)), 式 (3. 84) 有 
如 下 展开 式 : 
Sy (t) = exp(ty + 2y)0 8; HE Gb + 2) S, 十 …) 


(3.85) 
为 了 使 得 式 (3. 850 达到 六 阶 精度 ,需要 两 个 条 件 , 即 
Xck2yx =1, y +2yi=0 (3. 86) 
即 要 求 
2 1 
d 一 1 (3. 87) 


更 一 般 地 ,如 果 已 知 一 个 Zn 阶 的 对 称 积分 格式 ,就 可 以 构造 (2n 十 
2) 阶 积分 格式 为 


Som CE): = Son Cit) Son (zxot)S aD (3. 88) 
式 中 9 之 0 和 zi 满足 
moz —010, cj bU 一 0 (3. 89) 
21/C2ntD ] 
g j DaD? A S y ontD (3. 90) 


把 式 (3. 85) 和 式 (3.77) 相 结合 ,就 得 到 
Sen GO: = Sona Ga yiDSsa Go yi Sua ri yi X 
Sona (L1 Yot) Sia To Yot) Saa (L1 Yot) X 
Sona Gau Yit) Sona Gri Yot) Saa Gi yit (3. 91) 
这 样 就 可 以 构造 具有 精确 系数 的 任意 高 阶 的 积分 格式 , 当然 由 辛 
积分 格式 合成 的 是 辛 积分 .由 上 述 可 见 ,构造 2n 阶 积分 格式 需要 
计算 SU KET Sm, 总 的 合成 步 数 为 二 3 十 1, 当 nn 增加 时 , 计 
算 量 迅速 增加 ,为 此 Yoshida 给 出 下 述 经 济 适 用 的 替代 方法 来 构 
造 高 阶 算法 ,但 其 中 的 系数 不 再 是 精确 确定 的 。 他 定义 对 称 积 分 算 
ER: 
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SO (1); = Sona Gut) X t X Saa Qu D X Sona Q9 D X 
Saa Cu D X tX Sua (Wnt) (3. 92) 
式 中 ,wo ,wi，… Wn 是 待定 系数 。 应 用 对 称 BCH 公式 ( 式 (3.71)) 
KERAG. 92) ,类 似 于 式 (3. 80) 。 另 外 除了 算 子 SSS: KS; 
之 外 ,关于 区 还 有 R = (Si ,Si $5, EF. pU XB R = (GS, 
Ss) ,Yi = ($,,8,,8)0 EAR P; = (S,,8,,8$,,8$ ,S: ) 。 那 么 ,可 以 把 
式 (3. 92) 写成 如 下 形式 : 
S? (t) = exp[tAi,,Si + EAs, mS3 tt CAS. 十 Bs,nR;s) 十 
t CA; 4S; 十 Bi Rs; 十 C mYr + Di Pi) d30G)] 
(3. 93) 
应 用 式 (3.71) ,并 比较 
SC» (1), = S, Wmi XS (CE)S (wmrit) (3, 94) 
与 式 (3. 93) 的 两 边 , 可 得 


Aimi = A,m F Wm (3. 95) 
Asi = Ass ZW (3. 96) 
Asm = Asus F 200a (3. 97) 
Ar,m 一 A d 21whn (3, 98) 
其 初始 条 件 为 
Aio = wo» Ajo = wis Aso = Wos Aro = wo. ctn 
对 于 其 他 系数 ,有 如 下 等 式 : 


了 Bi, = Bs 3 HON mE Ai,mnA s sU s) = 
HO — Ai, mW) (3. 99) 
Biss Bs. 十 ECAP nwi — Ai n As sU sa) = 


Hom — Âj, mwa ) (3. 100) 
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"REMEDIES ED CERES 


o Crm 十 LOL — Ai.nA s sU mii ) ees 


Tua — Asti (3.10) 
Dimi = D; 十 7 (A3, mW mH 2 A1 mws) T 


Tg AA atia =A wa) — 
1 


15 CAT mW sa wet Als A sm J= 


zog CAL ath NEM A mA sU s) = 


TO ub quA Baca) (3. 102) 
其 初始 条 件 为 Bs,。= Bro = Cro = D; = 0。 
对 于 A;n BRA 
Ais = w 二 2Cw + w db tb wu) (3. 103) 
Ass = wW d- 269i d widow) (3, 104) 
Asm = w H 2609) H w H H Wwa) (3. 105) 
Ass = w d- 21 t w do Wwa) (3. 106) 


但 是 对 其 他 系数 , 结构 可 不 是 很 简单 的 。 因 为 给 定 m, Bsn = 
Bs Cw wi vtt Wn) 是 一 个 五 阶 的 齐 次 多 项 式 , 而 Brom Crm 和 
Din 都 是 关于 (vwo wi Wn) 的 七 阶 齐 次 多 项 式 , 为 了 给 出 形 如 
RG. 93) 的 六 阶 的 积分 格式 ,需要 如 下 四 个 等 式 : 

Aim = l, Asm =0, Asn =0, Bsn=0 (3.107) 
因此 式 (3. 93) 中 的 m — 3, 求 解 代 数 方程 式 (3. 107) 即 可 得 到 所 求 
的 六 阶 积 分 格式 .为 了 给 出 形 如 式 (3.93) 的 八 阶 的 积分 格式 ,还 
需要 另外 的 四 个 等 式 , 即 

Arn =0,B, = 0, Crn = 0, Drm =0 (3.108) 
因此 m = 7, 求 解 代数 方程 式 (3. 107) 及 式 (3. 108) 即 可 得 到 所 求 
的 八 阶 积分 格式 .另外 ,总 可 以 通过 应 用 An = 1, 即 


66 非 线性 动力 学 系统 的 几何 积分 理论 及 应 用 


wo = 1—2Q0i + wg +e F wu) (3. 109) 

来 约 减 一 个 代数 方程 .用 数值 方法 求解 得 到 关于 (ro ,wl stt Wa) 
的 数值 解 列 于 下 表 , 关 于 六 阶 算法 有 3 组 解 , 见 表 3.1, 而 对 于 八 阶 
算法 有 5 组 解 , 见 表 3. 2。 
表 3.1 


六 阶 积分 格式 系数 


— 0. 117767998417887E1 
0. 235573213359357E0 
0. 784513610477560E0 


— 0. 213228522200144E1 |0. 152886228424922E — 2 
0. 426068187079180E — 2| — 0. 214403531630539E1 
0. 143984816797678E1 | 0.144778256239930E1 


表 3.2 


八 阶 积 分 格式 系数 


第 一 组 解 第 二 组 解 第 三 组 解 
w |— 0. 161582374150097E1 |— 0. 169248587770116E — 2| 0. 311790812418427E0 


w: | — 0. 244699182370524E1 | 0. 289195744315849E1 |— 0. 155946803821447E1 
ws |— 0. 716989419708120E — 210. 378039588360192E — 2| — 0. 167896928259640E1 
w, | 0.244002732616735E1 |— 0. 289688250328827E1 | 0. 166335809963315E1 


0. 157739928123617 E0 
0. 182020630970714E1 
0. 104242620869991 E1 


0. 289105148970595E1 
— 0. 233864815101035E1 
0. 148819229202922E1 


— 0. 106458714789183E1 
0. 136934946416871E1 
0. 629030650210433EO0 


第 四 组 解 第 五 组 解 


A 0. 102799849391985E0 0. 227738840094906E — 1 
wz — 0. 196061023297549E1 0. 252778927322839EI1 
w3 0. 193813913762276E1 — 0. 719180053552772E — 1 
w — 0. 158240635368243E0 0. 536018921307285E — 2 
Us — 0. 144485223686048E1 — 0. 204809795887393E1 
Ws 0. 253693336566229E0 0. 107990467703699E0 


0. 914844246229740E0 


0. 130300165760014E1 
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阶 算法 的 合成 步 数 为 &= 16 , 比 起 原来 六 阶 算法 时 一 10, 八 阶 算 
法 时 下 一 28, 该 处 理 方法 具有 明显 的 优越 性 。 


3.5 PU X Hamilton 自治 系统 的 数值 解法 


3.5.1 基本 方程 
考虑 广义 Hamilton 系统 的 常 微分 方程 初 值 问题 : 
ix = M(x) a ERES (3.110) 


AH, H Æ Hamilton 函数 ,AM Fu X n EBM 是 反对 称 矩 阵 
时 ,对 应 保守 系统 ) ,其 元 素 是 x 的 光滑 函数 。 

模仿 前 面 保守 广义 Hamilton 系统 的 讨论 ,以 M(x) 作为 结构 
和 矩阵 来 定义 伪 Poisson 括号 以 及 伪 Poisson JEU" 。 而 后 ,在 伪 
Poisson 流 形 上 讨论 耗 散 广义 Hamilton 系统 的 保 结构 算法 。 

定义 3.9 RMH n 维 光 滑 流 形 , 则 有 : 

(D M 上 的 伪 Poisson 括号 {,) 是 一 个 C^ (OVID X CM) 一 
C* OM) 的 光滑 映射 ,满足 :@ MATETE, Leibniz 法 则 ; 

(2) 一 个 伪 Poisson 括号 称 为 对 称 的 ,如 果 {F,G}) = (G,FJ. 
则 称 为 反对 称 的 ;如 果 {F,G} = 一 {G,F}), 则 VF,G ECM). 

定义 3.10 一 个 伪 Poisson 流 形 是 一 个 流 形 带 上 由 定义 3.9 
确定 的 伪 Poisson 括号 。 

同 定义 3. 1 中 的 广义 Poisson 括号 一 样 , 伪 Poisson 括号 也 由 


其 结构 矩阵 惟一 确定 , 即 {F,G} = 3M, (x) a o Em. 


i=j j= 


M; (x) 是 伪 Poisson 括号 的 结构 矩阵 MGO ne. 
由 Leibniz $ Jll] 34 — ^A H € C* (VD ,都 可 以 定义 一 个 向 量 


68 非 线性 动力 学 系统 的 几何 积分 理论 及 应 用 


场 , WE Zu. 并 称 其 为 由 Hamilton 函数 H 所 确定 的 广义 
Hamilton 向 量 场 。 具 体 定义 为 :DaG = Lz,G = (G,H), VG € 
C* QD ,Da 是 一 个 算 子 ,可 见 , 伪 Poisson f& & (G, H) 就 是 函数 G 
沿 着 向 量 场 Zr 的 方向 导数 。 于 是 可 以 将 算 子 Da 按时 间 参 数 上 在 
局 部 坐标 下 表示 为 


Dr — 3 9 M, (QD SE- (3.11) 
那么 ,广义 Hamilton 系统 式 (3 dy e. 
x = {x, H}, or x = Dyx (3.112) 


从 此 以 后 , (s) 均 指 伪 Poisson 括号 。 运 动 方程 式 (3.110) 及 式 
(3. 112) 的 解 可 以 通过 映射 更 (xo t) 给 出 , 即 x = WC ,1)xo ,当然 
可 以 应 用 第 二 章 的 李 级 数 方法 求解 ,但 是 , 耗 散 系统 相对 较 复 杂 ， 
在 此 通过 分 裂 合成 的 方法 05 求 近似 的 更 (xzo D. 


3.5.2 数值 积分 方法 
讨论 广义 Hamilton 系统 式 (3. 112) : 


x = Dyx = (x, H} = M(x) 9 
em 


它 是 一 个 由 Hamilton 函数 推 得 的 微分 方程 ,自然 地 ) RUR A 
Poisson 括号 结构 。 该 方程 的 形式 解 或 称 x CO. M t= 0 lt — hW 
精确 时 间 历 程 ,可 由 x(h) = expCGOD 42x, 给 出 .如 果 算 子 Dr 能 分 
裂 成 不 可 交换 的 两 部 分 4 和 吕 , 即 L4,B] CA B-B- AzEO,K 
中 ,[4,B] 同 第 二 章 一 样 表 示 算 子 A 和 4 和 B 的 交换 子 。 dd 


属于 原 李 代数 (例如 ,可 以 取 4 = DELL Go -2 二 等 等 )， WB. 


ATI B 看 做 独立 的 微分 算 子 时 能 精确 积分 ,那么 pM 112) 的 解 
可 以 表示 为 
x(h) = W(x,,h)x, = exp(hDp)xo = 


, x(0) — Xo 
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k 
(ID exptchaDexp(2AB))x, +O) — (3.112 
i=1 


Mom = 2( 二 阶 积分 ) 时 ,最 简单 的 形式 是 & 二 2，c = o 5, 


di 1, dz = 0。 当 m= 二 4 时 ,积分 公式 为 
x(A) = W(x,,h)x, = exp(hDn)xo = 


4 
C I[ expCecihA)exp(adihB))xo +O) (3.114) 
i=l 


M 1 ll 
式 中 Uv muse ET 
BONES — eZl 三 
C2 — C3 20 Fa)? d; 1 uf d, 0 
及 a = 1—2” 


事实 上 ,合成 积分 方法 是 基于 Baker-Campbell-Hausdorff(BCH) 
公式 。 对 于 两 个 形 如 e* 和 e” 的 群 元 ,它们 的 乘积 可 由 一 个 含有 交 

换 子 的 公式 近似 , 即 
eC = e^ .es (3. 115) 


C= hA -- 4B -- LI [A.B] + 


ig^ CA. A.B] 十 [B,B,4]) + d; [A,B,B,A] db 


对 于 三 个 群 元 的 乘积 近似 公式 为 


1 1 
ew = ež*4 . e . ez 


W— AA IB +h (LB,8,4]— 二 [414,B8])+ i 


式 中 用 到 了 高 阶 交换 子 , 如 [4,4,Bj] = [A.[A.B]].BCH 公式 不 依 
DJ Poisson 括号 结构 ,因此 可 以 推 得 有 效 保持 李 群 性 质 的 积分 。 

这 种 分 烈 算 子 Da — 4 十 B, 再 合成 exp(hA4) 和 exp(hB) 的 方 
法 并 不 容易 ,因为 很 难 求 得 精确 的 expCh4) I expCABO LE EARS 
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讨论 的 自治 系统 ,第 二 章 的 李 级 数 解法 是 一 个 李 群 积分 法 , 它 给 出 
exp(AA) 和 expCAB) 属于 原 系统 的 李 群 的 显 式 近似 。 将 对 称 合成 
积分 方法 及 相同 精度 的 李 级 数 解法 同时 用 于 带 耗 散 的 广义 
Hamilton 系统 式 (3. 110) ,可 以 得 到 显 式 的 李 群 积分 方法 。 顺 便 指 
出 ,属于 原 李 代 数 的 算 子 4 和 B 应 尽 可 能 简单 。 

而 且 , 构 造 四 阶 积分 法 , 应 取 不 低 于 四 阶 的 李 级 数 解 近似 
exp(AA) Ñ expCAB) , BẸ 

expChA) = I+ hA HEA + ee P An E OQ) 

; . (3. 116) 
exp(hB) = I-- AB LEE pe LE +O”) 


其 中 ,m 4。 而 后 ,由 四 阶 对 称 合成 积分 法 式 (3. 113) 可 近似 求 得 
expCAD u) 。 即 交替 使 用 式 (3. 113) MRG. 116) 的 近似 公式 , 便 可 
得 求解 方程 式 (3. 110) 的 近似 格式 , 即 

Xa 一 W(x 2x, 一 exp(ADgy)x, = 


4 
( [| expCcihA )exp(dihB) ) x. (3.117) 
i=] 


式 中 ,di = 1,…,4 与 式 (3.114) 中 的 相应 参数 相同 ,x = 
x(h),k = 0,1,2," , Dy = Dy (x), A = AG, FF., 


3.5.3 ”数值 方法 在 广义 Hamilton 控制 系统 的 应 用 


带 耗 散 的 广义 Hamilton 控制 系统 模型 如 下 : 
XM) H a) t 


(3. 118) 
or(x) 2E 
y=g (x) ax (x) 
它 又 可 以 写 为 
oH, 
[:- p Ed Ox (3.119) 
n g GO 0 oH, 


on 
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式 中 H,G,qp = Hœ) + H, 
H,Gp —— u'y 
"y 
因此 ,本 书 中 讲述 的 积分 方法 完全 适用 。 
3.5.4 H 


【 例 3. 2】〗 求解 非 线性 Hamilton 系统 初 值 问题 : 


m 一 .az 
上 =z tz 
xı (0) —— 1.2, x4(00 = 0 
1 1 


式 中 ,Hamilton 函数 为 Hlas) —— ri conu 


2 2 


EU. 
3 


3 
1* 


— af tai — Eart 一 一 0.288 是 它 的 解 曲 线 , 取 步 长 大 一 0. 1, 采 用 


四 阶 近 似 格 式 计算 ,其 相 轨 迹 误 差 AOrb —— Xi XP — 
0.288, 如 图 3.4 所 示 , HH Z, X% EA ER. K 3.5 


Hamilton 函数 的 误差 ,它们 都 达到 了 六 阶 精度 。 


2 


© 


AOrbz10- 
B 
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图 3.4 相 轨 迹 的 误差 
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图 3.5 Hamilton 函数 的 误差 


3.6 广义 Hamilton( 控 制 ) 系 统 的 离散 梯度 积分 法 


3.6.1 系统 模型 


1. 广义 Hamilton 系统 模型 

广义 Hamilton 系统 模型 为 式 (3. 1100 我们 知道 ,一 个 有 定常 
秩 的 矩阵 可 以 惟一 地 分 解 为 

M(x) = JGO — R(x) + S(x) (3. 120) 

式 中 ,J(x) 是 反对 称 矩 阵 RO) > 0I SQO Z0 ARRE IEXE AR 
BE ,其 秩 分 别 为 M 十 MT 的 负 、 正 特征 根 数 。 将 其 代 人 式 (3. 1100 并 
考虑 系统 的 Hamilton 函数 的 变化 率 , 则 有 
dH _ oH 
dt s 
实际 上 , Hamilton 函数 是 基于 能 量 构造 的 ,所 以 式 (3.121) 又 称 为 
系统 的 能 量变 化 率 , 其 中 ,第 一 项 为 耗 散 ,第 二 项 表示 内 部 能 量 源 
产生 的 能 量 。 


7 R(x » 2 4 (S. H) so Æ (3.121) 
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2. 广义 Hamilton 控制 系统 模型 
广义 Hamilton 控制 系统 模型 为 式 (3. 118) ,化 为 式 (3. 1190 形 
式 后 属于 “线性 梯度 形式 ”。 控 制 系统 的 能 量变 化 率 为 


eH - - (2E y no» 2H + (Æ ) sco 9H n" 


(3. 122) 
RG. 122) 等 号 右边 第 一 项 为 耗 散 ,第 二 项 为 内 部 能 量 源 产生 的 
能 量 ,增加 的 第 三 项 表示 外 部 能 量 供给 。 


3.6.2 离散 梯度 及 离散 梯度 积分 法 


l. 离散 梯度 的 定义 
5EX,3. 119. 设 互 是 一 个 可 微 函 数 ,如 果 它 是 连续 的 , 且 满 足 
AH (sy!) .Cx — x) = Hx — HCx) 


AH aH (3. 123) 
Ax 一 一 ax © 


E 称 为 H 的 一 个 离散 梯度 。 
.梯度 的 离散 方法 
取 户 为 离散 时 间 的 步 长 ,由 式 (3.123) 可 见 ， AH Gg y!) E 


9H (x) + OQ). 最 简单 的 离散 方法 是 沿 各 个 坐标 轴 进 行 离散 , 即 


Fr HG ,za yrs £n) — HOxi Te yx3 ss Tn) ] 
x; — am 
F4 / 
H(z sT2 (X357 En) pd HG )125:X35:777 XQ) 
7 
dig — X 
AH / " 
(25) (xx ) = : 
Ax 1 t L4 £ L4 , 
Han ye 5 Eno? Er In) — HGnotxne:(x.am) 
Xa) 70 Xd 
, , L 7 , i £ 
Hn stt ,Xs Era En) — Hx ttt y Enz Eni » Xn) 
ea O E CER 
L aom 


4d 


(3. 124) 
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式 中 ,了 可 理解 为 (x)。 (A) 是 理 的 梯度 的 一 阶 近 似 。 


平均 离散 梯度 [3 为 
(D), e 2x i 98 (a prt ede (x x x) 
(3. 125) 
是 二 阶 离散 形式 , 它 是 [x,x ] 上 互 的 梯度 平均 值 。 
另外 ， 


(H) 


_ CAH/ Ax) Geox) + CAH/Ax)i (x. x) 
2 
(3. 126) 


也 是 H 的 梯度 的 一 个 二 阶 近似 , 且 它 是 对 称 格式 。 
任意 离散 梯度 可 以 由 其 中 一 个 离散 梯度 形式 加 上 如 下 ( 齐 次 ) 
方程 组 的 解 获 得 : 
(x — x) s al(x,x’ ) =0, alx,x) 一 Or) (3.127) 
式 (3. 127) 的 解 为 


a(x,x') = bx ) — (x 


(x! — x) * bc x) 
(x — x) * (x — x) 


(3. 128) 


x) 


式 中 ,b 是 任意 的 一 阶 矢 量 .文献 [L18] 中 取 为 
AH 


TES NP 
b(x,x ) = Ox (z(x,x 2) AX 


) (x) — (3.129) 
1 
则 有 


AH 八 .. 0H / 
x), ee ar QUU 


(x — e 9H oy Ha HHH) 
ox 


(x — x) e (x —x) 
(3. 130) 


式 中 ,zCx,x ) = x HOA, WRG. 130) 是 H 的 梯度 的 一 个 二 阶 
近似 。 
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3. 离散 梯度 积分 法 
对 于 广义 Hamilton 系统 式 (3.110), id x = x(kh), x = 
x[(&k 十 1)h],& 二 0,1,2,…, 最 简单 的 一 阶 积分 格式 为 


x —x 
E= MG. Jo (AE a) (x,x’) (3.131) 


式 中 ,M(x,x h) = M(x) -OOO 是 M 的 一 个 近似 。 
另外 , 若 要 求 积 分 格式 具有 时 间 对 称 性 , 则 可 以 获得 二 阶 积 
分 。 即 要 求 
M(x,x ,h) = M(x ,x,—h) (3. 132) 


($H) xx’) = ($E) ,x) (3. 133) 


M(x,x’,h) =M M( E53 yi est. 132), (9 H) z (35) a 


足 zCxx ) 二 z ,x) 时 ) 可 使 得 式 (3. 133) 成 立 。 于 是 ,得 到 二 阶 
积分 格式 为 


MEE eD cone 
或 = (EE (A) xz) (3.135) 
式 中 ， i) 所 含 的 z(x,x ) = 


对 于 广义 Hamilton 控 制 系统 式 (3. 118) ,变换 为 式 (3. 119) 的 
“线性 梯度 ”形式 后 ,上 述 积分 方法 完全 相同 。 

时 间 对 称 格式 式 (3. 134) 和 式 (3. 135) 使 得 积分 方法 可 以 通 
过 Yoshida"* 的 对 称 合成 技术 构造 高 阶 的 积分 格式 。 

离散 梯度 积分 法 能 保持 系统 Hamilton 函数 的 固有 人 性质。 如 果 
M 是 对 称 的 , 则 广义 Hamilton 系统 式 (3. 110) 就 是 一 个 Hamilton 
系统 ,此 时 , Hamilton 函数 五 是 守恒 的 .如 果 M 是 任意 矩阵 ,离散 梯 
度 积分 法 依然 能 近似 保持 原 Hamilton 函数 H 随时 间 的 变化 率 。 
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命题 3.3 广义 Hamilton( 控 制 ) 系统 的 离散 梯度 积分 法 近 
似 保 持 其 Hamilton 函数 随时 间 的 变化 率 , 逼近 程度 与 积分 方法 的 
精度 相同 。 

WEBB ”对 于 广义 Hamilton 系统 式 (3. 110) ,离散 的 Hamilton 
函数 的 变化 率 为 

a - (22) s - (2 meo (2) - 


(27 *00) [MGO odo) (22 *00))- 


$8 coq) (3.136) 
由 式 (3.136) 可 见 , 离 散 梯 度 积分 法 保持 Hamilton 函数 的 变化 率 
达到 算法 的 计算 精度 。 


对 广义 Hamilton 控 制 系 统 式 (3. 118) ,把 它 写成 式 (3. 119) 的 
“线性 梯度 ”形式 后 ,通过 离散 式 (3. 119) 的 扩张 Hamilton E 


arai, 便 可 获得 式 (3. 118) 的 数值 解 .不 难看 出 ， mike ^ 
含 了 独立 离散 2 的 过 程 , 且 有 


x 一 YA 万 一 一 
x M — 3. 137 
x Mx 5" ( ) 


式 中 ,MM,g Ru 分 别 是 M,g 及 w 的 近似 值 ,其 离散 的 Hamilton B 
数 的 变化 率 为 
e (88 mco (82e (8 as - 
(88 cou) [MGO 十 OG0D](2 e odo) 


Qi + OCA)? ( -- 00)» (82 a OQ )~ 


(E) MG H pur y= (3.138) 


9 
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由 此 可 见 , 离 散 梯度 积分 法 保证 了 Hamilton 函数 随时 间 的 变化 率 
的 近似 程度 与 算法 精度 相同 。 


3.6.3 ABI 
LBI 3.3) ”考虑 受 迫 Duffing 方程 


Ti 一 X 
iB =— Yrs — ax, — fri + focosCat?) 
AP o BRI y 是 物理 参数 ,六 是 频率 为 o 的 外 力 的 振幅 。 取 a — 
—1.871.0-1.2510 f, —0.2,À y =0 R 0.3.4 y= 0NA 
统 内 部 没有 能 量 源 ,也 没有 能 量 耗 散 , 只 有 外 部 激励 ; 当 7y = 0.3 
时 系统 有 能 量 耗 散 。 
ZÉ Duffing 方程 可 以 表示 为 如 下 广义 Hamilton 控制 系统 ，; 


an oH 
x = Mx) ar (x) +g(x)u 


y= g (x) 9 x) 


0 1 0 
Ll 023 1 


1 1 1 
zti tga 十 "ES 


图 3.6 和 图 3.7 分 别 给 出 了 当 y= 0 及 y= 0.3 B, 2238 
Duffing 方程 的 Hamilton 函数 的 “解析 ”变化 率 曲线 和 数值 求解 的 


变化 率 曲线 , 它们 几乎 是 重合 的 。 其 中 , H 的 “分 析 解 ”由 x = 


u = focos(1.20, H(x) 


| ”| 的 数值 结果 代入 式 (3. 122) 求 得 ; 而 qz 的 “数值 解 ”是 


Hamilton 函数 求 差 商 所 得 的 数值 结果 .这 里 采用 了 二 阶 离散 梯度 
积分 格式 ( 式 (3. 134)), 其 中 取 时 间 步 长 为 h = 0.1。 
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dH/dt 


500 


045 100 200 , 300 400 


0.02} 

~ 0 

X 

T 

已 

一 0.02 
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图 3.7 y= 0.3 时 9 的 解析 近似 变化 率 和 数值 近似 变化 率 曲线 
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3.7 非 自 沧 耗 散 广义 Hamilton 系统 的 解法 


前 面 研究 了 耗 散 广义 Hamilton 自治 系统 的 求解 方法 .对 于 非 
自治 系统 ,传统 地 可 以 做 类 似 于 式 (3. 24) 的 处 理 ,将 非 自 治 动力 
学 系统 转化 为 自治 动力 学 系统 ,然后 求解 。 一 般 说 来 ,这 样 处 理会 
使 原动力 学 系统 的 代数 结构 复杂 化 本章 基于 Magnus 级 数 方法 
及 Fer 展开 方法 ,从 另 一 个 角度 来 求解 非 自 治 系统 以 期 得 到 它 的 
保 结构 的 数值 解 。 


3.7.1 广义 Hamilton 系统 的 Fer 展开 方法 
考虑 如 下 非 自 治 广义 Hamilton pic 
x= M(x,t) 9 — (3. 139) 
e 


AH , H Æ Hamilton 函数 ,M 是 任意 的 n Xn 矩阵 ,其 元 素 是 关于 
x 和 上 的 光滑 函数 ,仍然 设 其 初始 条 件 为 x(0) — x. 
方程 式 (3. 139) 可 以 表示 为 


x—(x,H) 或 x= dypx (3. 140) 
式 中 ,{,) 是 伪 Poisson 括号 ,dr 是 一 个 算 子 。 
dsF = (F.H) = > $m, G,DOL SH (snap 


这 里 ,M = M(x,.D Æ Poisson 括号 的 结构 矩阵 ， 方程 式 (3. 139) 
的 解 仍 然 可 通过 一 个 映射 更 = 更 (xzo 0 来 获得 ,也 就 是 x 二 Pr, 
且 它 应 当 保持 原 系统 的 伪 Poisson 括号 的 结构 , 即 

V(F,H) = (WF, WHj (3. 142) 
如 果 原 动力 学 系统 是 自治 系统 ,dr 不 显 含 时 间 :, 则 从 3.6 节 可 知 
上 映射 W = W(x,,2) 可 写成 如 下 形式 : 


SEN 
Y= Ws. = explidu) = D) pdh (3.148) 
k=0 “o 
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对 于 非 自 治 系统 的 情形 , 沿 解 曲线 x = 二 Wx。 ,对 于 相 空 间 上 任意 解 
析 函 数 gCx), 有 | 

g(x) = g(Wxo) = We (x) (3. 144) 
也 就 是 说 ,上 映射 更 = 更 (xz ,zt) 作用 在 x 的 函数 g, 该 函数 随时 间 依 
运动 方程 式 (3. 140) 而 变化 。 对 式 (3. 144) 两 边 取 导数 ,可 得 


g(x) = Ye (xo) (3. 145) 
另 一 方面 ,g 也 可 以 根据 运动 方程 由 伪 Poisson 括号 给 出 , 即 
g(x) = {g(x), H(x,t)} (3. 146) 


又 {g(x),H(x,t)} = {gC(Wxro), HOWxXo,t)} = 
(Wg (xo), WH (xo,t)} = 
V(g(x) ,HG 0) = 
Vd noo gC x) (3. 147) 
比较 方程 式 (3. 145) , 式 (3. 146) 和 式 (3. 147), 即 可 得 到 
Vg (xo) = Yd nao EX0) (3. 148) 
根据 函数 g 的 任意 性 ,可知 更 = Wes 0 满足 微分 方程 
V = Vd uso (3. 149) 
如 果 [dn 《x,t), dux] 一 0 对 所 有 的 上 和 s 都 成 立 ,那么 非 自 治 


的 算 子 方程 式 (3. 149) 的 解 为 Y = exp(| dnCxsh)ds) .显然 自治 


系统 属于 这 种 情况 .反之 , 设 方程 解 的 形式 为 
y 一 Wiexp DE) , Y, (xo ,0) —I (3. 150) 


式 中 ,Di = [au Gc ds IBAEGCHRC24 A 


1 n 

D exp(Di) = f exp Di) Dl exp[ (1 — s) Dh ]ds, 
o 

Di = dr (3.151) 


再 把 式 (3. 1500 代入 式 (3. 149) , BD 48. 
Y = SW. expCDID] = 
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V, expC(Dl) 十 到 | exp sDi) Dhexp[ (1 — ) Dl ]ds = 
WV, exp(Du)dy (3. 152) 
由 式 (3. 152) 中 的 最 后 一 个 等 号 后 的 表达 式 可 见 , 有 
y, = = W, exp(CDH)drexp[ 一 (DE)] Du 
AN exp Di) Di expL (1 — 5) D ]ds * exp(— Di) 
id 
dh = exp(Di)Ddyexp[ — (Qj f exp GDL)Dlexp(C— sDi)ds 
那么 
V, = Vd; (3. 153) 
重复 上 面 的 迭代 过 程 即 产 生 一 系列 新 的 算 子 ,n 步 以 后 就 是 
V = Wexp Di) expCD5  2---expC(Dl) (3. 154) 
V, 满足 如 下 方程 ， 


2y, = Y,d}, W,x.,0) =I (3.155) 
式 中 
di = exp (Di) dt! expC— Dà) 一 | expGsp) a exp(— sD )ds 
(3. 156) 
而 D, = faras, di, = du (3. 157) 
A ESI AUS 
expOOYexpC- X) = Y] gU Y] (3. 158) 


k=0 


这 里 算 子 XX 及 Y 的 多 重 交换 子 的 概念 同 前 几 节 ,而 [X,Y] =Y. 4E 
式 (3. 158) 代入 式 (3.156) 可 得 dz 的 另 一 个 表达 式 , 即 


dy = > gip. di']. n = 1,2,3, (3.159) 
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ER n HIES Y, — EV — Pat) 可 近似 地 表示 为 
V zz exp Di exp D D exp Dba) 
仍然 取 时 间 步 长 为 h, 那 么 ,可 得 式 (3.139) MRG. 1400 H n ME 
似 格式 为 
xui 2v exp DiDexpCDz )D-expCODij) x, , k = 0,1,2,1 

(3. 160) 
这 里 需要 强调 两 点 :一 是 该 算法 保持 李 群 性 质 ,这 里 是 保持 原 系统 
的 伪 Poisson 括 号 结构 ;二 是 D% 依 时 间 步 长 h 累计 达到 h” LAUR. 
涉及 的 取 指 数 可 以 精确 计算 , 则 近似 格式 的 精度 为 ”了 , 所 以 说 
该 方法 是 超收 敛 的 。 


3.7.2 ”广义 Hamilton 系统 的 Magnus 级 数 方法 


l. 近似 方法 
Magnus 级 数 方法 常用 于 求解 线性 系统 ， 
x —AQ)x, x(0 =x (3.161) 
式 中 ,A(1) 是 一 个 nXn 的 光滑 的 ( 复 ) 函数 矩阵 或 线性 算 子 , 它 能 
保持 精确 解 的 定性 性 质 。 线 性 系统 式 (3. 161) 的 解 可 表示 为 如 下 
形式 : 
x(t) = exp (1)) xo (3. 162) 


Rp, aW = YLA) 称 为 Magnus 级 数 。 它 的 前 两 项 为 
k=1 


ma = [Ac 
Vm ue (3.163) 
Q,O) = Ifa[ doli GOA] 


这 里 ,[4,B] = AB 一 BA 是 矩阵 或 线性 算 子 的 交换 子 。 采 用 


Magnus 级 数 方法 可 以 构造 微分 方程 真 解 的 解析 近似 ,所 得 近似 
解 限制 在 真 解 所 在 的 同一 微分 流 形 之 上 ,并 能 保持 真 解 的 许多 几 
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何 性 质 , 近 些 年 来 它 已 经 成 为 构造 有 效 数 值 积分 的 基础 。 如 
AR AGO 是 有 界 的 矩阵 或 算 子 ,对 足够 小 的 c Magnus 级 数 是 绝对 
收敛 的 ,并 且 能 给 出 非常 精确 的 近似 解 ,甚至 适当 截取 前 几 项 
就 能 得 到 非常 精确 的 近似 解 。 和 3.7. 1 节 的 Fer 展开 方法 一 样 ,该 
级 数 的 主要 问题 也 是 计算 多 重 积分 .根据 配置 原理 ,可 以 应 用 标准 

的 一 元 积分 公式 来 计算 多 重 积分 "” .例如 采用 高 斯 - 拉 盖 尔 积分 
公式 为 了 提高 效率 和 简化 方法 ,采用 一 元 积分 表示 Magnus 级 数 
的 各 项 ug AO i 二 0,1, 48 XT ACO 的 如 下 积分 : 


(0. —— 1 ht i h OREN 
A? — ur tA (st 3 )d, i20, (3. 164) 


用 不 同 的 积分 公式 近似 计算 上 式 中 的 积分 可 以 得 到 不 同 的 算法 ， 
我 们 采用 四 阶 的 高 斯 - 拉 盖 尔 积分 公式 来 计算 式 (3. 164), 即 
AO = Ls -F A -F OG) 


(3. 165) 
AO = YS, — A) 二 OC(h’) 


式 中 ,4， — ACcih), i = 1,2, €1,2 = Le, 


那么 ,在 一 个 时 间 步 长 范围 内 CD 有 两 个 四 阶 近 似 表达 式 ， 
即 
QCh) = Q Ch) +R: h) + OC) = 
A® + (A? ,A®) +O) (3. 166) 
对 于 3.7.1 节 推 得 的 广义 Hamilton 系统 微分 方程 的 解 算 子 应 满 
足 的 微分 方程 (3. 149), 这 里 采用 Magnus 级 数 方法 ,根据 式 (3. 
166) TRAT Y = Px h) 的 四 阶 近似 表达 式 为 
V — W(x,,h) = exp(Q; OQ) 4-0, 00) HO) 一 
exp(d 十 (do ,d?)) +O) (3.167) 
式 中 
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h 
Q (h) T Í duc,» ds (3. 168) 
0 


à h s, 
《22 (A) —— HI ds, |" ds (diss (D? duc. 25 ) ) (3. 169) 
2 0 0 0*1 0 ”2 


d? = td, Fd) +0) 


(3.170) 
d? c h(a, — di) 十 OCh’) 


式 中 ，,d， = duc, oo i= 1,2, C1,2 一 Ipi ma AARG. 149) 


中 算 子 dua o 在 所 求 更 的 表达 式 等 号 的 右边 ,与 式 (3. 163) 中 Q, 
HE O 0 的 符号 变 了 。 
为 了 避免 计算 交换 子 , 这 里 给 出 下 述 命题 。 
命题 3.4 ” 设 时 间 步 长 为 h, 由 式 (3.170) ELK d'? ,d'? 可 
得 算 子 微分 方程 式 (3. 149) 的 解 算 子 有 如 下 四 阶 近 似 格式 : 
W(x,,h) = expQUD = 
ep 74” — 2d” Jew ( 7a” T 24? p OQ?) = 
expC— d? )exp(d'? )exp(d?? ) + OCA?) 
(3.171) 
式 中 ,d2 = d? Gh), i= 0,1, 
证 明 “由 式 (3.164) RTL, d? (x, A) — OODO , d? (xosh) = 
OCh?) ,根据 BCH 公式 ,有 


exp(X)exp(Y) = exp(X +Y Ja lov] T 
i5 OG DGY1] Y.Y, XT 4 
expCX)exp(Y)exp C— X) = 


exp(Y + [X.Y]-- CX, [X,Y]] 十 e) 
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显然 式 (3. 171) 同 式 (3. 167) 一 样 ,都 是 真 解 的 四 阶 近似 。 

那么 ,对 于 非 线性 方程 式 (3. 139) RRG. 140) 有 如 下 的 四 阶 
近似 格式 : 

Xa 一 exp Dx, = 


exp( 5 d" — 2d” Jew (4 + 2d? Jæ +O) = 


expC— d? )exp(d? )exp(d? )x, HO) (3.172) 
式 中 ,de — d? (x,,A), i 0,1,x, — xh), k =0,1,2, MH 
指出 ,对 于 非 自 治 广义 Hamilton 控制 系统 ,上 述 算法 同样 适用 。 
2. 近似 方法 的 时 间 对 称 性 
定义 3. 12 ”如 果 数 值 方 法 x; = Px «h.t 满足 xzo = Wo, 
一 ,to 十 4), 则 称 该 方法 是 时 间 对 称 的 。 
命题 3.5 ”四 阶 近似 格式 式 (3.172) 保持 真 解 的 时 间 对 称 性 。 
证 明 ”不 妨 考 虑 式 (3. 172) 的 第 二 个 近似 格式 。 由 式 (3. 164) 
及 式 (3. 170) All, d'? (xo, — h) =— d” (xo,h), d” (xy, — h) = 
d (x, ,h) , id 
x, = expC— d? (x, , A) expCd? (x ,h)) 
exp(d? (x, ,h)) xy = Wi (xo) (3.173) 
根据 时 间 对 称 性 的 定义 ,需要 证 明 用 同样 的 方法 以 一 为 步 长 由 
x, 可 以 返回 到 初始 点 xo BI 
V(x,,— h.t; Hh) = 
expC— d? (xo, — hDDexp(d? (x, , — A2) 
exp(d? (x, — h))x, = 
expC— d? (x, ,h)) expC— d? (xy ,h)) 
exp(d'? (xy ,A)) x, = P: Cx) (3. 174) 
应 用 式 (3. 173) ,并 且 注 意 算 子 的 作用 方式 ,不 难 推导 : 
Vx, ,— h.t; +h) = P(x) = 
expC— d? (x, , A) expCd? Cx, ,h)) 
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exp(d? (x, h) W, (x) = 

exp(— d? J)exp(d® J)exp(d® ) 

exp(— d? )exp(— d? )exp(d?) )x, = xo (3.175) 
同 理 可 证 明 式 (3. 172). 的 第 一 个 近似 格式 。 


3.7.3 H 


【 例 3. 4】 为 实验 文中 数值 方法 ,仍然 考虑 如 下 受 迫 Duffing 
方程 ， 


is =— yr; — ax; — fxi + focosCat) 
式 中 ,a,B 和 7 是 物理 参数 ;f。 是 频率 为 w 的 外 力 的 振幅 。 取 a = 
一 1, 8— 1, Y= 二 0.3 和 w 二 1.2, 外 力 的 振幅 分 别 取 为 fo = 0.2, 
0. 27,0. 286 7 和 0. 32。 采 用 二 阶 Fer 型 积分 格式 计算 ,由 图 3.8 至 
图 3. 11 所 示 的 数值 结果 可 见 ,它们 分 别 是 1 -周期 ,2 -周期 ,4 - 周 
期 的 响应 和 混沌 响应 ,图 中 没有 画 始 于 初始 点 zi = 28 x. — 0 [89 
暂 态 轨 线 部 分 。 
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3.8 本章 小 结 


本 章 研究 了 广义 Hamilton 系统 及 广义 Hamilton 控制 系统 的 
李 群 积分 法 ,在 守恒 系统 解析 解 的 理论 基础 上 给 出 了 构造 守恒 广 
义 Hamilton 系统 的 任意 高 阶 的 显 式 积分 格式 的 方法 ,同时 讨论 了 
算法 的 具体 实施 过 程 . 对 带 耗 散 的 广义 Hamilton 系统 ,用 不 同 的 
方法 求解 自治 与 非 自 治 系统 .对 自治 系统 ,将 其 分 裂 成 尽 可 能 简单 
的 两 个 子 问题 , 分别 求解 两 个 子 问 题 而 后 合成 它们 的 解 即 可 得 到 
所 求 原 广义 Hamilton 自治 系统 的 近似 解 。 也 就 是 说 ,用 微分 算 子 
的 形式 描述 方程 ,把 原 微分 算 子 分 裂 成 尽 可 能 简单 的 两 部 分 A 和 
B ,要 求人 4 和 B 均 属于 原 李 代数 .已 分 裂 的 算 子 取 指 数 后 ,合成 其 指 
数 近 似 ( 即 exp GA F exp GB). 的 近似 ) 就 可 得 到 所 求 的 原 系统 的 
近似 解 exp GD 40 ,其 中 取 指 数 的 计算 精度 应 等 于 或 高 于 合成 近似 
方法 的 计算 精度 。 该 方法 保持 了 原 系统 真 解 的 典 则 性 ,因而 是 稳定 
的 有 时 我 们 更 关注 系统 的 能 量 函数 性 质 , 如 Hamilton 函数 性 质 ， 
本 章 用 离散 梯度 的 方法 给 出 了 广义 Hamilton 系统 及 广义 
Hamilton 控制 系统 的 保持 其 Hamilton 函数 性 质 特 征 不 变 的 数值 
解法 .对 于 非 自治 广义 Hamilton 系统 及 广义 Hamilton 控制 系统 ， 
基于 经 典 的 求解 线性 系统 的 Magnus 级 数 方法 和 Fer 展开 式 的 几 
何 积分 思想 , 分 别 推导 出 了 关于 时 间 对 称 的 简便 易 行 的 四 阶 
Magnus 级 数 方法 和 超收 敛 的 n(n 宇 2) 阶 Fer 展 开 方法 ,它们 都 保 
持 耗 散 广义 Hamilton 系统 的 广义 伪 Poisson 括号 结构 不 变 , 属 于 
几何 积分 方法 。 
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第 四 章 ERU X. Hamilton 约束 
系统 的 李 群 积分 法 


4.1 引 Ë 


微分 代数 方程 在 许多 应 用 中 出 现 。 在 流体 力学 .化 学 反应 动力 
学 .电子 网 络 的 仿真 和 飞行 器 控制 工程 等 领域 都 有 这 种 类 型 的 动 
力学 系统 需要 研究 本章 主要 讲述 耗 散 广义 Hamilton 系统 范围 内 
的 微分 代数 方程 的 求解 问题 ,要 求 动力 学 系统 的 运动 轨迹 保持 在 
由 约束 方程 定义 的 流 形 上 的 同时 ,还 要 充分 考虑 广义 Hamilton 系 
统 的 几何 结构 。 

人 们 已 经 广泛 研究 了 Hamilton 系统 的 数值 积分 方法 , 越 来 越 
多 的 数据 显示 ,用 典 则 离散 格式 求解 Hamilton 系统 在 较 长 的 时 间 
段 计算 效果 最 好 99 , 它 保持 了 Hamilton 矢量 场 的 流 的 辛 结构 。 
大 量 的 文献 “~ 讨论 了 关于 无 约束 Hamilton 系统 的 保持 原 系 统 
内 在 结构 的 李 群 积分 法 。 然 而 ,Hamilton 系统 形式 描述 的 是 可 以 
忽略 耗 散 的 物理 过 程 . 最 近 , 耗 散 系统 已 经 引起 大 家 的 关注 5 ~ ， 
文献 [10] 中 给 出 了 带 耗 散 的 广义 Hamilton 系统 的 微分 方程 模型 
及 其 结构 性 质 ,约束 和 耗 散 一 样 到 处 存在 , 人 们 自然 会 问 :保持 
Hamilton 系统 辛 几何 结构 的 积分 方法 能 否 推 广 应 用 于 求解 耗 散 
Hamilton 系统 ?广义 Hamilton 系统 的 微分 代数 方程 应 怎样 正确 
求解 ?B. Leimkuhler 和 S. Reich 导出 了 适用 于 带 有 约束 的 守恒 系 
统 的 离散 格式 "~ 中, 但 是 只 讨论 了 具有 完整 约束 的 Hamilton 系 
统 的 积分 方法 。 目 前 ,还 没有 文献 讨论 非 完 整 约束 系统 的 几何 积分 
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方法 。 有 关 耗 散 系 统 的 文章 更 少 。 第 三 章 研 究 了 耗 散 广义 
Hamilton 系统 的 李 群 积分 方法 , 本 章 将 讨论 带 耗 散 的 广义 
Hamilton 约束 系统 的 数值 求解 问题 ,其 主要 思想 是 把 耗 散 广义 
Hamilton 约束 系统 看 做 一 个 流 形 上 的 广义 Hamilton 系统 ,因为 
数值 积分 必须 在 R 上 进行 ,本 书 在 约束 流 形 钥 人 其 中 的 欧 几 里 得 
空间 构造 新 的 常 微分 方程 系统 ,并 保持 约束 流 形 为 其 不 变 流 形 , 这 
样 就 把 广义 Hamilton 约束 系统 化 为 无 约束 的 常 微分 方程 系统 。 进 
而 ,给 出 了 保持 系统 内 在 结构 和 约束 不 变性 的 李 群 积分 方法 ,并进 
行 了 约束 不 变量 的 误差 分 析 。 另 外 ,为 了 进一步 简化 积分 过 程 , 通 
过 引入 拉 格 朗 日 乘 子 和 采用 投影 技术 对 广义 Hamilton 约束 系统 
直接 进行 积分 。 因 为 本 书 的 讨论 对 完整 与 非 完 整 约 束 不 加 区 分 , 进 
行 一 样 的 处 理 , 所 以 也 适用 于 非 完 整 约束 的 情形 .数值 实验 结果 显 
示 本 书 所 论述 的 方法 是 有 效 的 。 


4.2 Hamilton 约束 系统 的 辛 积分 


4.2.1 Hamilton 约束 系统 


考虑 Hamilton 约束 系统 : 
» = oH (q.p) 
q ap 
—. 9H(q.p 
aq 


(4.1) 


满足 约束 条 件 

g(q)-—0 (4. 2) 
其 中 ,gqg,p € R",g:R" — R".HiR" 一 R 是 光滑 函数 , 称 为 系统 的 
Hamilton 函数 ,一 般 地 , 它 有 如 下 形式 、 


T 一 1 
H(q,p) = P ~ P 十 VCg) (4, 3) 
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式 中 ,正定 矩阵 M 为 系统 的 质量 矩阵 。 
常见 的 处 理 办 法 就 是 把 约束 条 件 换 做 一 种 强加 的 势能 ,如 果 
系统 背离 了 约束 条 件 , 该 势能 就 会 变 得 很 大 , 也 就 是 用 修正 的 
Hamilton 函数 Hc 所 对 应 的 无 约束 Hamilton 系统 来 代替 原 问题 
进行 求解 , 即 
Helg p) = H(g,p) + z-8^ DE) 


其 中 ,0 <e < 1, 而 相应 的 运动 方程 为 


。 oH (q.p) 
q IL ILLÁABILLIL 

(4. 4) 
1 


be — oH (q. p) Ester T 

p "m e (Dga) 
其 中 ,G"™(q) = PER — grip E R” BLARE A € R",4 
= lap , 则 方程 式 (4. D 又 可 以 写 为 


q = Hp) 
op 
1. 2H (qp) T 
EY, G (qA (4.5) 
A- lgip 
[3 
MP e 一 0 时 , 即 是 约束 Hamilton 系统 , 即 
; _ ƏH, p) 
ge 


| LL 9H(q»p). qr (4.6) 
p 3a G (q) 


0 = g(g) 
注意 ,上 述 方程 同样 可 以 由 约束 Lagrange 型 变 分 原理 获得 .另外 ， 


KRU D 对 时 间 求 一 次 导数 ,并 把 4 一 oHm 代入 ,可 得 
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oH (gq,p) = 4.7 
G(q) —- 0 (4. 7) 


因此 除了 显 式 约束 式 (4.2) 之 外 ,还 有 一 个 隐 含 的 约束 条 件 式 
(4.7)。 本 节 均 假设 矩阵 GC Hs (4 p) G^ Ca). 是 可 逆 的 ,那么 ,将 
式 (4. 2) 对 时 间 求 两 次 导数 便 可 得 求解 4 的 方程 .可 见 , 式 (4.6) 
实际 是 在 (2n 一 2m) 维 流 形 

M= {(q,p):g(g) = 0, GC) VH (q.p) = 0} 


上 定义 了 一 个 Hamilton REH, A PVH (gq,p) = OH MD x 


了 便于 设计 方法 ,采用 Poisson 括号 记 上 述 约束 系统 , 记 x — q, 
p) .q.p € R, URC. 6) 可 以 写成 


x = (x, H} + (x. glÀ (4. 8) 
0 一 8 (4.9) 

式 中 ,{(.，,。} 是 Hamilton 系统 的 标准 Poisson 括号 , 即 
{F,G} = F,G1 — F,GI (4. 10) 


式 中 ,正和 G 是 关于 g Mp 的 光滑 的 向 量 函 数 , 即 FERT 一 R, 
G:R” — R* ,k,l 之 1。 由 式 (4.9) 知 
0=g= {g, H} + (g.glÀ- ig.H) (4.11) 
Br EA LEA REB ZADR RC S: = (gs H) =GVH , HPR G= g. 
约束 流 形 实际 为 
M = {(g,p):g(g) = 0, f(g,p) = 0} (4. 12) 
流 形 上 的 辛 结构 为 无 约束 Hamilton 系统 的 辛 结构 在 流 形 M 上 的 
限制 。 
另外 , 隐 含 约束 函数 了 应 满足 
0= f= {f,H}+{f,g8)4 (4. 13) 
因为 ,假设 
LUf.g) = GGDH, (gq,p)G' (a) (4. 14) 
可 逆 , 所 以 不 难 算 出 4 为 
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à =— Ug SH} (4. 15) 
把 4 的 表达 式 代 入 式 (4. 8), 即 得 到 一 无 约束 的 动力 系统 形式 , 即 
x= {x H) — {x,g}{f,g} ! (f. H) (4.16) 


一 般 情 况 下 , 上 述 无 约束 系统 不 是 一 个 Poisson 括号 下 的 
Hamilton 系统 .为 此 引入 一 个 修正 的 Hamilton 函数 
Hu 一 五 十 18g (4. 17) 
式 中 ,1 为 式 (4. 15) 中 确定 的 关于 x 的 表达 式 , 这 样 得 到 一 无 约束 
的 Hamilton 系统 为 
x = (x, Hy) = G, Hh Gog)Ac-GeA)g — (4.18) 
在 流 形 M 上 ,g 二 0, 可 见 , 在 流 形 M 上 式 (4. 18) 同 式 (4. 160 ,这 时 
可 以 用 求解 无 约束 Hamilton 系统 的 任意 辛 积分 格式 求解 式 
(4. 18) ,但 是 ,数值 结果 不 能 很 好 地 保持 约束 流 形 不 变 ,因此 下 面 
通过 投影 的 方法 来 弥补 这 个 问题 。 


4.2.2 Hamilton 约束 系统 的 辛 积 分 


本 节 将 导出 约束 系统 式 (4. 6) 的 保持 其 约束 不 变形 的 辛 积分 
格式 .这 些 辛 格式 是 通过 将 无 约 东 系统 的 一 阶 或 二 阶 辛 格式 和 投 
影 映射 

4 一 4 

p=p—hG' (gg,p) 
合成 而 得 ,通过 适当 的 方法 选取 4, 使 得 总 体格 式 同时 满足 约束 
条 件 。 

引 理 4.1 设 4:R” -~R" 是 zx 一 (g7,pI)7 的 任意 函数 ,又 设 
gq 满足 gC(q) = 0, 那 么 ,上 映射 式 (4. 19) 是 一 个 典 则 映射 ,也 就 是 说 
它 是 一 个 辛 映射 。 

证 明 由 一 阶 辛 Euler 方法 离散 由 Hamilton 函数 H = gA 
导出 的 无 约束 Hamilton 系统 即 是 辛 映射 , 即 


(4. 19) 
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q—q-- hà; q PEA 
p= p-—h[ALQS.pgip 4G QDAG, p] 
根据 约束 条 件 =g = 0, 即 可 得 到 式 (4. 19) 。 
根据 Hairer 的 后 延误 差 的 分 析 结 果 ,存在 一 个 可 以 表示 为 渐 
进展 开 式 的 扰动 Hamilton 函数 Tí, 使 得 式 (4. 20) 是 它 对 应 的 
Hamilton 系统 的 精确 的 时 间 h 流 。 根 据 假设 的 条 件 gC(q) = 0, 那 么 
扰动 Hamilton 函数 将 可 以 写成 音 — g 人 ,其 中 外 可 以 理解 为 4 本 
数 的 一 个 扰动 量 。 那 么 可 以 把 映射 式 (4. 19) 写 为 exp(hdsri ,其 中 
的 微分 算 子 de ,G:R2 一 R [828 — XE BJAE X, Bl dF = (F,G) ,为 
简单 记 , 将 不 区 分 4 和 多 ,把 expCid 15) WHE expCOid 1) . 
设 W, 为 与 约束 系统 式 (4.8) 和 式 (4.9) 相关 的 无 约束 系统 
x — (x, H) 的 一 阶 或 二 阶 辛 算法 ,那么 下 面 将 用 积分 方法 来 求解 


(4. 20) 


第 一 步 : 
qı = Qi 
— (4. 21) 
pi = pi NN 
第 二 步 : 
| (4. 22) 
pea Pk 
第 三 步 ， 
qua 一 qiu 
— 一 (4. 23) 
Dea — pea 一 bord 
通过 选择 Xi ,使 得 
Emn) = 0 (4. 24) 


选择 Am ,使 得 
fqan pen) = {g,H}=0 (4. 25) 
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根据 Hairer 的 后 延误 差 的 分 析 理 论 ,对 于 映射 W, ,存在 一 个 
可 以 表示 为 渐进 展开 式 的 扰动 Hamilton 函数 百 , 使 得 Y, 可 以 表 
RA Y, = explhdz), Wi H = H +O), v 1,2, 它 依赖 于 Y, 
是 一 阶 还 是 二 阶 方法 .如 果 将 上 述 约 束 系 统 的 积分 格式 记 作 D: 
M -> M, 那 么 它 可 以 表示 为 

二 exp (dies ) exp(Ad i) ° exp (多 der ) (4. 26) 
它 满足 
g:0,—f.0,—0 (4. 27) 

定理 4.1 积分 格式 式 (4. 26) 是 一 个 保持 约束 的 辛 算法 , 且 
与 到 具有 同样 的 精度 , 即 当 wr, 为 一 阶 精度 时 ,加 是 一 阶 算法 ; 当 
W, 是 二 阶 精 度 时 ,@ 是 二 阶 算法 。 

证 明 “由 算法 的 构造 可 见 它 是 辛 算法 ,而 且 保 持 约束 不 变 。 
要 证 明 它 的 计算 精度 与 P, 的 相同 ,需要 用 两 次 BCH 公式 来 计算 
XO. 26) ,最 后 0, 表示 为 

©, = expOidg, ) (4. 28) 
sU Hu 为 
Hrs Hg, au JE Cas PO —A42 OU 
(4. 29) 
KX fe D, = f *exp(idg,) 一 0, 所 以 有 
UH) = ud UOS As OQ) — 0 
(4. 30) 
LAA H-H-J0O0,Bmx.30) 可 得 


LOS 十 和 cn) zd) (4.31) 
式 中 ,为 由 式 (4. 15) 确定 的 和。 因此 ,如 果 we, 为 一 阶 精 度 , 则 
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By = Hu + OO) (4. 32) 
AP, Hum = Hcr glad Y, 为 二 阶 精 度 » Jj g° @D, = 0, 就 是 


{g, Hu) = tg. Ho) +Ë gs Gg HOY Qa — s +O) c 


f+ Jp f) he — Aie + OR?) (4. 33) 


因此 ,hi 一 Xi = O), W A. d Aca 二 入 十 OCh?), 最 后 ,可 得 
Hy = Hu OO) ,这 就 证 明了 二 阶 精度 的 情形 。 

参数 和 Mim Salh g. D, — 094 f» D, 二 0 确定 ,因为 ,如 
4B UE GOGDH,, (Gr, p) G! Cg) 是 可 逆 的 ,那么 , 当 h 在 足够 小 的 情况 
下 ,这 些 方程 有 惟一 解 ,因此 ,可 以 用 简单 的 Newton 方法 求 其 数 
值 解 .而 2 RIA L6 的 初始 值 可 以 由 4Cqi p) 及 上 述 的 误差 估计 来 
猜测 .另外 ,定理 4.1 的 证 明 其 实 提供 了 约束 系统 的 一 个 后 延误 差 
分 析 过 程 ,也 就 是 说 ,总 存在 可 以 渐进 展开 的 扰动 Hamilton 函数 
Hy ,使 得 


(g Hu) = (fiu) =0 (4. 34) 

在 M 上 成 立 ( 也 就 是 说 M 是 一 个 不 变 流 形 ) .而 
Hy = Hyd OO (4. 35) 
AP, = 1,2 依赖 于 式 (4.26) 的 计算 精度 , 最 后 可 得 o, = 


exp(Ad à, ) 。 
下 面 讨论 具体 的 Hamilton 约束 系统 的 几 个 不 同 的 积分 格式 。 
it Hamilton 函数 为 
pM'p 


首先 考虑 一 阶 辛 Euler 方法 ,关于 变量 q 的 迭代 格式 为 
qen = qa E AM" p, — M? VV(q) — KMG GÀ. 


+V) (4. 36) 


(4. 37) 
式 (4. 37) 满足 
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g(Cqe) 一 0 (4. 38) 
变量 p 的 迭代 格式 为 
pr = Pi h VV) — 56! (gh HG” qen Arn 

(4. 39) 

LM TENE p 
Gqen M` paa 一 0 (4. 40) 

我 们 还 可 以 构造 如 下 二 阶 格式 : 

qua = qi + AM pua (4. 41) 
peu = P — AN Vq) HGT Cq) A) (4.42) 
8q) = 0 (4. 43) 
及 Dea = peas 一 LC Vlae) -G'(quaDA a). (4.44) 
GlquiM pn — 0 (4. 45) 


上 述 积分 格式 显然 是 辛 格式 。 然 而 由 于 方法 的 稳定 性 要 求 ,它们 有 
严格 的 步 长 限制 .应 用 隐 式 中 点 格式 ,可 以 给 出 代数 稳定 方法 , 即 
qa = q HAM? pi — M vv (88 )— veo 

(4. 46) 
355A, E1 gmn) = 0。 关 于 变量 p 的 迭代 方法 为 
Pen 二 pae hy V (2 )— FCT GA 十 GT (qua Dy 
(4. 47) 
选取 Aen ,使 得 GC 2M? pua = 0。 该 方法 可 以 用 于 分 子 动力 学 


系统 中 的 具有 Hamilton 函数 为 
T 
Hapet MP vua EVA) (4. 48) 


的 Hamilton 系统 问题 的 求解 。 
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4.2.3 Hamilton 约束 系统 的 高 阶 辛 积分 


同 无 约束 动力 系统 一 样 ,对 于 约束 系统 也 可 以 基于 对 称 的 二 
阶 离散 格式 来 构造 高 阶 算法 。. 设 WI, 是 对 应 的 无 约束 系统 的 一 个 对 
称 二 阶 算法 ,那么 ,对 于 约束 系统 式 (4. 8) , 式 (4.9) ,用 映射 


ð, = Y, 。 exp( Zasa) (4. 49) 


作为 基本 方法 来 构造 高 阶 方法 ,其 中 通过 选取 4 使 得 g。@, — 0。 
注意 式 (4. 49) 与 式 (4. 26) [8] FB BUR Ia] S= 0 进行 投影 .现在 考虑 
的 合成 方法 为 


Sh? o. , (4.50) 


exp( 45. )* Do。 四 


选取 1 和, 使 了 = 0。 该 格式 显然 是 辛 格式 ,而 且 是 保持 约束 不 变 的 。 
定理 4.2 如果 2c 十 c = 二 2, 且 2c 十 c= 二 0, 那么 近似 方法 
式 (4. 50) 是 一 个 四 阶 算法 ,进一步 推 广 , 如 果 g 是 vy = 20,11 
阶 算法 而 且 是 对 称 的 , 那么 , 对 于 合成 方法 式 (4.50), 当 26 + 
c —2,H 2cf 十 c= 二 0 时 , 它 是 vy 十 2 阶 的 算法 。 
证 明 ”首先 考虑 合成 方法 


@D. $ D.» d D.n (4. 51) 
式 中 
h 
o, = exp( yda) Y, œ exp( Zde) (4. 52) 


并 通过 选取 2, 使 得 8。 四, 二 0, 因为 式 (4. 520 是 对 称 格式 ,所 以 其 
相应 的 扰动 Hamilton 函数 满足 

TÍ = H, +H, +H, 十 … (4. 53) 
注意 , 式 (4. 51) 保持 约束 条 件 g = 0, 没 有 考虑 了 一 0。 然而 ,因为 
式 (4. 51) 满足 f = OG". Br IS mS f — 0 而 作 的 投影 步 又 


exp (多 di ) 不 会 影响 整体 算法 的 精度 .事实 上 多 次 应 用 式 (4. 52 
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的 效果 与 最 后 的 合成 算法 式 (4. 50) 是 一 样 的 ,只 是 计算 步 长 有 所 
不 同 。 


4.2.4 化 为 无 约束 系统 的 辛 积分 方法 


本 节 将 利用 约束 系统 的 变形 形式 式 (4. 6) ,来 导出 高 阶 的 保持 

约束 的 辛 方法 。 也 即 讨论 等 价 的 无 约束 系统 
x = {x, Hu} = (x, H} + Gog)À- {x,A}g (4.54) 

A,A HRC. 15) 给 出 。 

可 以 用 通常 意义 下 的 Hamilton 系统 的 任意 一 个 辛 算法 来 离 
散 式 (4. 54), 然 而 ,尽管 采用 辛 格式 能 保持 原 系 统 的 典 则 人 性质, 但 
通常 不 能 保持 约束 流 形 的 不 变性 ,文献 6 讨论 了 用 这 种 处 理 方法 
构造 的 某 些 格式 使 得 约束 流 形 是 指数 不 稳定 的 ,为 此 ,应 用 4. 2. 3 
节 的 投影 方法 来 弥补 这 一 点 。 具 体 地 ,假设 到 是 无 约束 系统 式 
(4. 54) 的 任 一 辛 算法 ,六 是 它 对 应 的 扰动 Hamilton 函数 , 即 W, = 
exp(hdn) Mi Ñ = Hu OQ) rh y 是 近似 方法 更; 的 计算 精 
度 。 这 时 给 出 保持 约束 不 变性 的 积分 格式 D, 为 


®, = exp( Fdan E exp(Ad i) ° exp( $dir, ) (4. 55) 


AP EUR H g:06,— fe, = 0 确定 。 

定理 4.3 积分 格式 式 (4.55) 是 保持 约束 的 辛 格式 ,而 且 它 
的 计算 精度 与 W, = expChd5) 的 计算 精度 相同 。 

WEB] ”积分 格式 式 (4. 55) 是 辛 的 且 能 保持 约束 流 形 不 变 是 
显然 的 .下 面 主要 证 明 @ 5 w, 具有 相同 计算 精度 。 首先 , 有 
ge VW, — OO) AR f. W, — O(O ,其 中 是 近似 方法 至, 的 计 
算 精 度 。 把 W, 写 为 

del = qs + hF, (qe, pe) (4. 56) 
pea = P hF,Cqu pa) (4. 57) 
因为 和 = OC) (4. 58) 
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而 G Cq) = G7 Cq) +O), BU 
入 十 和 sr = Olh) (4. 59) 
同 定理 4. 2 的 证 明 一 样 ,存在 扰动 Hamilton 函数 Pf, ,使 得 D, = 
exp Cid i, ) , Fi 的 渐进 展开 式 同 式 (4.29)。 因 为 2 和 ui 满足 
式 (4. 58) MIRC. 59) ,所 以 由 式 (4. 29) 即 得 Au = Hu +O), 
而 Hu = H +g". 
现在 不 妨 设 无 约束 系统 式 (4. 54) 用 一 个 辛 龙 格 库 塔 方法 来 
离散 , 记 它 的 Butcher 表 为 
C A 
bT 
采用 张 量 积 符号 ,那么 计算 格式 式 (4. 55) 即 成 为 
qi = q HAO (9 D VH y 
Pu) py— A07 9 D VH, — 4G GA. 
Q-— eq -A(O G D VHy > (4.60) 


P—eG p —^AGD VeHu — $e Q G GA 


g(qui) 一 0 
而 


pea 一 Pea rm A G Gia )Àga | (4.61) 


fen o Pen) =0 
式 中 ,eT (1 ,1，…，1) ,了 是 恒 等 矩 阵 ,另外 


Q` rHu(Q' ,P') 
VrHu(Q’,P’) 

Q = 9 , VoHy = x x 
Q VH mQ, P) 


等 等 ,如果 和 矩阵 4 可 道 而 步 长 hh 足够 小 , 则 式 (4. 60) 中 的 (qua， 
Pen she) 存在 且 是 局 部 惟一 的 ,进一步 可 以 用 简单 的 Newton 3k f& 
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法 来 求解 非 线性 系统 式 (4. 60) ,这 时 它 的 近似 的 Jacobi 矩阵 为 


I. — hA Q H,, (qu p.) 0 
0 L Lea) 
0 hb! X G'(q H p (gi, pa) 0 


实际 上 ,定理 4. 3 给 出 了 构造 高 阶 保持 约束 不 变性 的 辛 格式 
的 方法 ,这样 任何 适用 于 通常 意义 下 的 不 可 分 的 Hamilton 系统 的 
新 方法 均 可 应 用 ,但 是 如 果 互 是 可 分 的 ,通常 Hu = 五 十 8 是 不 可 
分 的 ,这 种 情况 采用 4. 2. 2 节 及 4. 2. 3 节 的 积分 格式 要 经 济 得 多 。 


4.3  J* X Hamilton 约束 系统 及 其 


变形 的 无 约束 系统 
考虑 广义 Hamilton 约束 系统 : 
x = MG) 2H (4. 62) 
Ox 
满足 约束 条 件 : 
g(x)=0 (4. 63) 


式 中 ,x € R",g;R"— R",H;R"-—- R EHH KA, M 是 任 一 n Xn 


ƏH (8H 98H ... oH i 
矩阵 ,人 > = (5 3 m) 是 Hamilton 函数 H 的 梯度 .该 


系统 产生 的 流 位 于 (n 一 2m) 维 流 形 , 即 


"S [rg =0, Zy (W) = J 


Rp, € R™ 是 g 的 Jacobi 矩 阵 。 


本 节 将 导出 修正 的 Hamilton 函数 及 相应 得 到 的 变形 的 广义 
Hamilton 系统 , 它 满足 :在 约束 流 形 o 上 修正 的 Hamilton 函数 和 
原 系统 的 Hamilton HAES H p 是 变形 的 广义 Hamilton 系统 产 
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生 的 流 的 不 变 流 形 。 为 此 ,将 推 得 一 个 广义 Hamilton 常 微分 方程 
系统 , 它 产生 的 流 在 o 上 正 是 原动力 学 系统 式 (4. 62) 至 式 (4. 63) 
的 流 , 先 考虑 无 约束 广义 Hamilton 系统 式 (4. 62) ,引入 伪 Poisson 
括号 , 即 

lovi = Zm (Æ) 
式 中 ,9p:R" — RUBRI y R" — RI GL 1) 是 足够 光滑 的 矢量 值 函 
数 ,那么 , 式 (4. 62) 又 可 以 写 为 


x = (x.H) (4. 64) 
进一步 引入 微分 算 子 pc,G:R" 一 R, 则 有 
DF = (F,G) 
那么 , 式 (4. 62) 又 可 以 写 为 
x = Dux (4. 65) 


构造 修正 的 Hamilton 函数 的 主要 思想 是 :约束 gCxz) €. R” Jy 
是 无 约束 广义 Hamilton 系统 的 流 的 不 变量 ,也 就 是 ,g AH 的 伪 
Poisson 括号 等 于 零 , 即 
{g,H}=0 (4. 66) 
首先 ,区 分 两 种 不 同类 型 的 不 变量 "1 E (oH). 恒 等 于 零 , 则 
9GO — 0 称 为 源 于 五 的 广义 Hamilton 系统 的 流 的 强 不 变量 ;如 
果 仅 当 px) = 0i, (o, H) — 0 才 成 立 , 则 称 g(x) — 0 为 弱 不 变 
量 ,后 者 常 写作 g(x) x 0。 
下 面 给 出 命题 4. 1 便于 以 后 计算 之 用 。 
命题 4.1 ”对 矢量 值 函 数 p:R — Ray R"—R'RHAIR" — 
RGB 
(o.ATw) = (o,y)A-- (9.A)w (4. 67) 
IA (gây) = æy [a T = 


sem [ (3) :+ (3) v]- 
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{9，yw) 1 十 {19, 1)w 
Wg, H) = 0, 则 8g 是 广义 Hamilton 系统 式 (4. 62) 的 一 个 
不 变量 ,约束 系统 式 (4. 62) 至 式 (4. 63) 等 同 于 广义 Hamilton 系 
统 式 (4. 62) 。 如 果 g 不 是 不 变量 ,考虑 修正 的 Hamilton 函数 , 即 
Hm 一 五 十 AIg (4. 68) 
选取 函数 nu GO € R" ,使 得 g = 0 沿 解 曲线 成 立 , 即 要 求 g 是 源 于 
Hamilton 函数 Hm 的 广义 Hamilton 系统 的 流 的 一 个 弱 不 变量 。 
为 此 , 须 有 
0— (g; Hu) = (gH) + (gu! g) = 
(g. H) + ig.g)ut- {gp}g 
考虑 上 式 中 g= 0,2 (g.g) € RO” 满 秩 , 可 以 得 到 
p =— (png '(g,H} (4. 69) 
则 变形 的 广义 Hamilton 函数 为 
Hy = H-F ug (4. 70) 
如 果 {g,8g} = 0.208 (gH) ~ 0, ERO E (e H) 天 0, 所 以 必须 
考虑 p= (gH) = 0 是 隐 伟 的 约束 , 则 约束 流 形 应 当 为 


p= (x:g(x) = 0, {g,H} = 0} (4.71) 
而 Hamilton 函数 变 为 
Hw = HctwgctAo (4. 72) 


FER u= n GO LA = AGO ,以 保证 (8 再 ww ) 9 f Hy) = 
0 成 立 ,关键 在 于 伪 Poisson 18 5 ZH ELE AB e P Bf np 3s E s Bp 
A pre E 

(e.g) (o9) 
n PES S.I USES IS u 和 4, 使 得 g= 二 0 及 9 三 
(g,H) = 0, 它 是 源 于 Hm 的 广义 Hamilton 系统 的 流 的 不 变量 ， 
并 且 ,在 约束 流 形 o 上 下 式 成 立 ， | 

Hy: = H (4.73) 

在 上 述 基 础 上 , 原 广义 Hamilton 约束 系统 可 以 变形 为 无 约束 
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广义 Hamilton 系统 , 即 


H 
Ww — (x, Hw 一 SM (4. 74) 

或 x = Dax (4. 75) 
= T omM /HY 

式 中 Hy 一刀 十 Arg 十 M(E) 


Duy = p A (x) m 
4.4 广义 Hamilton 约束 系统 的 李 群 积分 法 


4.4.1 ”变形 所 得 无 约束 广义 Hamilton 系统 的 李 群 积分 法 


我 们 采用 式 (4. 62) 至 式 (4. 63) 的 变形 形式 进行 积分 ,讨论 无 
约束 问题 式 (4. 74) 或 式 (4. 75) ,对 变形 所 得 广义 Hamilton 系统 应 
用 李 群 积分 法 便 可 获得 保持 原 系 统 伪 Poisson 括号 的 满足 约束 条 
件 的 李 群 积分 。 

其 解 有 如 下 形式 : 

x(t) = [expGD nz) Jx(0) (4. 76) 
X'B.expGD A) ÆT X Hamilton 系统 李 群 上 的 一 个 上 映射, 那么， 
第 三 章 的 数值 方法 都 可 以 应 用 , 例如 , 把 Dis 分 裂 成 两 个 广义 


Hamilton 算 子 A 和 B, 其 中 ,A = XM; (x) 3 etA 2, 
i,j=1 i j 


B= PMD 8H 2. 用 李 级 数 解法 分 别 计 算 expa) 和 
expGB) 的 近似 值 , 然 后 采用 对 称 合成 积分 法 求 出 exp GOD u, ) , 便 
可 以 得 到 变形 广义 Hamilton 系统 的 李 群 积分 。 壁 如 ,其 二 阶 积分 
格式 为 


x(t) = expGD 4, ) xo = 
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(exp (BA )exoGByexp (2:14 ) jx (4. 77) 


在 耗 散 系统 ,通常 Ma) =J —SGO HB J G0 是 一 个 反对 称 
和 矩阵 ,SCxz) 是 一 个 对 称 和 矩阵, 如果 Hamilton 函数 正定 , 它 便 可 以 
作为 系统 的 Lyapunov 函数 , 则 显然 积分 格式 稳定 。 


4.4.2 约束 不 变量 的 稳定 性 


1E 4.2 d. Bog (gg) —0 X p lg H} 天 0, 导 出 了 新 
Hamilton 函数 , 即 
Hw —H-cgug-Ae 
XCT AU pu 的 条 件 为 


ig Hi) = 0 => (gH) + (g.p) —0 | 4. 78) 
(9, Hi;) — 07 (o, H) +p gu + ip p= 0 
如 果 {9,8) £0 Mig p) 关 0 Bin B PE , Dj 
TARM R | (4. 79) 
p —— (e.g) "Lio. H) — lpp) (g.9) o] 
那么 ,关于 约束 变 分 的 微分 方程 为 
g = ig Hw) = 
g++{g,;— {9,g} [lp H) —(o.oilíg.o9) 一 0])g 十 
(g»—(g,o9)! oo (g,o)[— (g.9) 9] (4. 80) 
9 => (o. Hu) 二 
(p H) 十 (os — log) [l9 H) — (soi (go) olg 
{gp,g}[— (og) ^ Co, H) 一 A ,9) (8.9) 29) ] 十 
(o. —(g,9) plo + (9,9) L— (2:9)! 9] (4. 81) 
上 式 可 简化 为 
g=- {g (pg) Lio H) —(e.o)íig.og) ^ o]g— 
(isis ooo (4. 82) 


—(oio.gi  Lio.H) —(o.o)(g.9) pg 
(o.ig.9) 9o 
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根据 命题 1, 有 
iig pip = 
{g {gp 09 + (golig.o9) p= 9t OCo) 
{g,{9,8} 1 {p-p} igp} pg = 
(g.o91(o.g) p-p} ig p} g+ Ogo) \ (4.83) 
{9,{9,8) (p-p) igp) pg 一 
(o.oiio.gi {p-p} ig p) g+ O(go) 
{9,{(g,9} pip = (9.9)12,9) ‘9 + OC(g’) 
那么 在 约束 流 形 的 某 邻 域 ,约束 变 分 的 微分 方程 成 为 如 下 形式 : 
g=[{g,9){9,8}) {9,9)(g,9) 一 
(g ipa) !'{9,H}}lg—9 
9—[(o.o)io.gq)'(o.g)(g.o) 一 
(o.(o.gi io. Hi) ]g—-io.o)ig.9) 9 
这 样 ,通过 线性 化 至 少 在 约束 函数 的 稳定 奇 点 的 某 邻 域 可 以 分 析 
约束 变 分 的 稳定 性 .事实 上 ,从 该 线性 化 系统 的 稳定 性 讨论 ,只 能 
得 出 约束 不 会 是 指数 不 稳定 的 。 


4.5 用 投影 技术 求 耗 散 广义 Hamilton 
约束 系统 的 李 群 积分 


(4. 84) 


4.5.1 变 约束 方程 为 无 约束 方程 


如 4.2 节 所 述 , 如 果 {g,g} — 0. UR (g H) o 0, 必须 考虑 

9 (ig, H) 一 0 是 隐 含 的 约束 , 则 约束 流 形变 为 o = (xg) = 

0, ig. Hj = 0), Hamilton 函数 变 为 Hy; = Hc ui! g--A 9, ER 

k= p(x) FA = AC) 以 保证 {g, Hz} 2c 0 fllio. Hx) x 0, 3 
mE 

ig Hj = 0 > {g, H) + {g.p} = 0 (4. 85) 
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(o, Hm} =0> (o9, H) - io.gu-- (95,9)4 = 0 (4. 860 
已 假定 p(x) = (g, H) = 0 是 隐 含 约 东 ,由 式 (4. 85) 可 得 和 王 0。 
进一步 由 式 (4. 86) 可 得 pg = 一 {9,g} ! (o H). 

根据 上 面 的 推理 , 原 广义 Hamilton 约束 系统 又 可 变形 为 如 下 
无 约束 广义 Hamilton 系统 : 


r= {x, Hm} (4.87) 
i oH 
或 x= Da, =M- (4. 88) 
式 中 Hy = Htyu'g-—-H-—íio.Hi'io.g ^g 


4.5.2 用 投影 技术 求 广义 Hamilton 约束 系统 的 李 群 积 


本 节 以 式 (4. 62) 至 式 (4.63) 的 变形 形式 即 式 (4. 87) 或 式 
(4. 88) 作为 无 约束 问题 ,将 第 三 章 的 无 约束 系统 的 李 群 积分 和 投 
影 技术 相 组 合 ,给 出 原来 约束 系统 的 保持 其 约束 不 变性 的 李 群 积 
分 法 , 即 在 保持 约束 流 形 不 变 的 同时 还 保持 原 广义 Hamilton 系统 
的 伪 Poisson 括号 结构 不 变 。 广 义 Hamilton 系统 式 (4. 88) 的 解 可 
以 形式 地 表示 为 
x(t) = [exp(tD ni) Jx(0) (4. 89) 
为 了 应 用 投影 方法 以 保证 约束 不 变性 , 先 考虑 如 下 命题 : 
命题 4.2 RAR 一 R” 是 x 的 任意 矢量 值 函 数 ,g8 = 0, 那 
么 ,下 面 的 映射 : 


x 一 x 十 hM (2) 4 (4. 90) 


是 源 于 Hamilton MA H = g7A WST X. Hamilton 系统 的 一 个 李 群 
积分 ,其 中 4 为 时 间 步 长 。 


证 明 ”讨论 其 一 阶 近似 ,< 二 兰 = w(28) a (C) g. 考 


虑 到 等 式 g = BER. 90) 是 源 于 Hamilton 函数 H — 
g'a 的 广义 Hamilton 系统 的 一 阶 李 群 积分 。 
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ig 28. = Æa), 对 于 变形 所 得 的 系统 式 (4.87) 或 式 
(4. 88) ,采用 保持 约束 流 形 的 积分 方法 。 


第 一 步 : 
人 -5M(3E )A (4.91) 

第 二 步 ， 
Xen = [exp hD ny )](xe) (4. 92) 

第 三 步 : 
dx Ee DN ME ) ins (4. 93) 

要 求 A, 满足 
Pxm) = (gH) —0 (4. 94) 

及 hin 满足 
eG = {g,H} 一 0 (4. 95) 


如 上 所 述 的 积分 格式 可 以 看 做 是 源 于 Hs = Hu ct Ag 
H-ryu'gctA'gij X Hamilton 系统 的 积分 。 因 为 g — 0, 变 形 系 
统 式 (4. 87) 又 可 以 表示 为 如 下 无 约束 系统 : 

x= (x.Hy) (4. 96) 


ƏHyn 
ox 


我 们 可 以 把 Dx 分 裂 成 两 个 广义 Hamilton 算 子 A, 和 Bi, 其 中 ， 
E. 9QG'g 3 NES ə ə 
nl 22M; (x) ar; x; ,Bi 2M (x) za HT 8) 3x,’ 

分 别 通 过 李 级 数 解 法 计算 expGA D 和 exp(iB1), 那 么 ,应 用 对 称 

合成 积分 法 "5 计算 P, = expGDau,) . B] 


h 
Y, = exp (FB De E exp(AD uy) ° exp (Dr, ) (4. 98) 


且 满 足 


(4. 97) 


或 x = Dax =M 
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8。 开 一 9。 到 一 0 (4. 99) 
则 上 面 的 积分 法 可 以 简单 地 表示 为 
Xm 一 Wax, (4. 100) 


一 个 保 约束 的 一 阶 李 群 积 分 。 高 阶 积分 格式 可 以 通过 
Yoshida 方法 5 构造 。 


4.5.3 ”直接 构造 广义 Hamilton 约束 系统 李 群 积分 的 投影 方法 


我 们 还 可 以 对 原 约 束 系 统 直接 使 用 投影 技术 而 简化 4. 5. 2 节 
中 的 积分 法 。 那 么 ,保持 约束 的 李 群 积分 法 可 以 表示 如 下 。 
第 一 步 : 


Xo - ^S) Aa (4. 101) 
第 二 步 : 
Xi = [exp(hD u) ]x, (4. 102) 
第 三 步 : 
T 
RON +4m(-2-) Ads (4. 103) 
要 求 1 满足 
8CXHI) 一 0 (4. 104) 
及 Asa 满足 


A g = 0, 该 积分 格式 可 以 看 做 源 于 Hamilton 函数 H- 五 十 17g 
的 广义 Hamilton 系统 的 积分 ,保证 了 积分 格式 属于 原 系 统 的 李 
群 , 经 过 投影 同时 满足 了 约束 不 变性 。 

4.6 算 A 


【 例 】 考虑 广义 Hamilton 系统 : 


第 四 章 “ 耗 散 广义 Hamilton 约束 系统 的 李 群 积分 法 113 


x = M(x) 2 
WEAR: 
g(x) = lateat -D-0 
式 中 x = Gnx xx) €R 


H = Giao 


0 0 1 0 
0 0 0 1 
M = 
—1 0 00 
0 —2 00 


根据 4. 3 节 所 述 方法 处 理 问 题 , 其 修正 的 Hamilton 函数 为 
Hy: (x) = TE HeD d Gd +z —1) 


Gd r4) Cri Hai) 十 (Zizs 十 za) 
Cri + axi) (i + 272) 


Cx x3 十 zl y 


Xi 十 zz? 
及 相应 的 常 微 分 方程 为 
， arOH wy 
x—M Cae 
关于 gg 和 yp 的 微分 方程 为 
yn Ud VE 
£ xi T2xi8 P 
m k + zi) (4zx? +12) Ér? ] n 
P G4 2r? Gi 2 Gd F h) E 
X2 X4 
好 十 过 9 


可 见 , 仅 当 zrszt 委 0 时 ,约束 不 变量 是 稳定 的 。 设 该 广义 Hamilton 
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约束 系统 的 初始 条 件 为 (zi omm m) = (1,0,0, 一 0.15), 用 一 
阶 李 群 积分 格式 求解 。 原 约束 系统 的 约束 变 分 的 数值 结果 如 图 4. 1 
所 示 。 另 外 用 4. 4. 2 节 所 述 的 一 阶 积分 格式 求解 该 广义 Hamilton 
约束 系统 。 其 约束 不 变量 的 误差 如 图 4.2 所 示 ( 时 间 步 长 均 取 为 
h = 0.1)。 


0 50 100 150 200 
t 


图 4.1 ”约束 不 变量 g(z) = 0 的 误差 


0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 
t 


图 4.2 约束 不 变量 g(x) = 0 的 误差 


第 四 章 — EU X Hamilton 约束 系统 的 李 群 积分 法 115 


4.7 本 章 小 结 


本 章 把 带 有 光滑 约束 的 耗 散 广义 Hamilton 系统 看 做 约束 流 
形 上 的 广义 Hamilton 系统 ,为 数值 计算 方便 ,在 欧 几 里 得 空间 构 
造 了 保持 约束 流 形 为 不 变 流 形 的 常 微分 方程 系统 ,进而 把 广义 
Hamilton 约束 系统 化 为 无 约束 的 常 微分 方程 系统 ,而 后 应 用 第 三 
章 的 积分 方法 构造 了 保持 广义 Hamilton 约束 系统 伪 Poisson 括号 
结构 的 李 群 积分 法 。 进 一 步 对 约束 不 变量 的 稳定 性 进行 了 理论 分 
析 和 数值 分 析 。 另 外 ,结合 投影 方法 构造 李 群 算法 也 是 保持 约束 不 
变性 的 一 个 很 好 的 途径 ,向 约束 流 形 投 影 时 要 引入 拉 格 朗 日 乘 子 
来 保持 原动力 学 系统 的 李 群 性 质 。 最 后 ,为 进一步 简化 积分 过 程 ， 
对 原 广义 Hamilton 约束 系统 直接 应 用 投影 方法 进行 了 积分 数值 
实验 显示 该 方法 是 有 效 的 。 本 章 的 讨论 对 完整 与 非 完整 约束 不 加 
区 分 ,所 以 也 适用 于 非 完整 约束 系统 的 情形 。 
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5.1 5] 


ul 


李 群 理论 是 由 Sophus Lie 研 究 微分 方程 组 的 积分 而 发 展 起 来 
的 。 它 首先 作为 变换 群 出 现 ,现在 被 当做 抽象 群 来 研究 本章 将 扼 
要 地 介绍 流 形 和 李 群 的 一 些 基本 概念 和 理论 。 

下 面 先 来 看 变换 群 是 如 何 从 研究 微分 方程 组 


dx /— 
di = fo (5.1) 


而 引起 的 。 这 里 x 是 实 n 维 欧 几 里 得 空间 内 一 点 。 取 nn 二 3, 方程 组 
式 (5.1) 可 解释 为 :一 流体 在 空间 运动 ,流体 中 指点 在 x 处 的 速度 
有 分 量 u(x) ,假定 在 :二 0 时 流体 的 一 质点 在 x 处 ,那么 要 问 :随后 
t0 时 它 的 位 置 如 何 ?这 将 从 解 方程 组 式 (5. 1) 而 得 到 答案 ,其 


形式 为 ; 
x = u(x,t) (5.2) 


HAG. 2) 想像 为 定义 在 整个 空间 内 的 一 变换 ,对 于 每 点 x, 有 一 
点 x 和 它 联系 ,x 就 是 最 初 在 x 的 流体 经 过 时 间 t 后 所 到 达 的 位 
置 .将 其 写 为 


x = Sx 
因而 S, 是 空间 的 一 族 变换 。 容 易 看 出 ,这 些 变换 构成 一 个 群 (假定 
方程 组 式 (5. 1) 对 所 有 的 x 可 以 积分 ), 即 对 任何 点 x, 有 
S,$,x = Sarx, Sox — x, SS_ x=x 
若 把 这 变换 群 当做 抽象 群 看 待 , 它 与 实数 加 法 群 同 构 。 它 发 生 
的 方式 突出 地 表现 了 它 的 某 些 特征 : 
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OD 乘积 SS, 代表 的 变换 的 附 标 可 写成 两 个 变量 的 函数 , 即 
eG, 6!) =i+t 

此 函数 是 连续 和 可 微 的 。 

CD 若 将 式 (5. D 写 为 

Su = uGoOà8t 
它 便 能 当成 “无 穷 小 变换 ”, 即 
x — x--àx (5.3) 

并 且 每 个 S, 可 设想 是 由 无 穷 小 变换 即 式 (5. 3) 累 次 重复 构成 的 。 
这 意味 着 ,在 某 种 意义 下 ,我 们 的 群 类 似 于 循环 群 , 式 (5.3) 是 此 
群 的 (无 穷 小 ) 生成 元 素 。 

O 为 了 得 到 一 变换 群 , 必须 假定 对 x 的 一 切 值 ,方程 组 式 
(5. D 都 有 解 。 但 在 一 般 情 况 , 这 并 不 一 定 可 能 ,这 时 候 , 我 们 得 到 
的 不 是 一 个 变换 群 , 而 是 群 的 一 部 分 。 

根据 这 些 事实 ,可 以 预料 李 群 的 若干 特性 .例如 在 群 内 ,或 至 
少 在 它 的 一 部 分 内 ,能 引入 一 个 坐标 系 ,使 得 在 这 个 坐标 系 上 , 群 
的 乘法 规律 能 用 可 微 的 函数 来 表示 。 由 于 该 坐标 系 不 一 定 处 处 适 
用 ,最 方便 的 方法 ,是 假定 我 们 的 群 是 一 个 拓扑 空间 , 群 的 运算 在 这 
空间 内 是 连续 的 , 即 是 说 , 它 是 一 个 拓扑 群 ; 此 外 ,在 单位 元 素 的 某 
领域 内 ,已 定义 一 个 坐标 系 。 于 是 能 证 明 ,虽然 不 一 定 存在 一 个 坐标 
系 对 整个 群 适用 ,但 至 少 在 每 点 的 某 一 领域 内 ,可 定义 一 个 坐标 系 。 

在 拓扑 群 内 ,犹如 在 每 一 个 拓扑 空间 一 样 ,可 以 区 别 局 部 性 质 
和 整体 性 质 . 前 者 如 局 部 紧 致 性 和 局 部 连通 性 ,而 后 者 就 整体 空间 
来 考虑 。 对 李 群 来 说 ,我 们 还 能 由 局 部 深入 到 无 穷 小 范围 内 .例如 ， 
能 够 证 明 ,变换 李 群 是 由 有 限 个 无 穷 小 变换 生成 的 。 当 李 群 只 是 抽 
象 地 给 出 时 , 它 能 看 做 是 在 自身 上 进行 右 移动 的 变换 群 。 

用 无 穷 小 变换 来 代替 有 限 变换 ,是 为 了 将 问题 线性 化 ,这 样 ， 
群 中 两 元 素 的 乘积 对 应 于 两 无 穷 小 变换 之 和 , 因而 后 者 组 成 一 线 
性 空间 。 若 考虑 群 中 两 元 素 的 交换 子 xc y ^ xy (818 815) — Mis 
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算 , 它 相当 于 无 穷 小 变换 的 一 种 乘法 。 对 这 个 乘法 来 说 ,无 穷 小 变 
换 组 成 一 个 非 组 合 线性 代数 ,此 即 所 谓 的 李 代数 。 


5.2 流 形 


流 形 是 三 维 欧 氏 空间 中 的 曲线 和 曲面 概念 的 推广 ,一 般 地 说 ， 
流 形 就 是 局 部 看 似 欧 氏 空间 而 全 局 特征 不 全 相同 的 拓扑 空间 , 流 
形 的 严格 定义 如 下 。 

定义 5.1 一 个 m 维 流 形 是 满足 以 下 条 件 的 集合 M :存在 可 
数 多 个 称 为 坐标 卡 ( 或 图 集 ) 的 子 集合 族 U CM, ARRA R” 的 
连通 开 子 集 V. 上 的 一 对 一 映射 g。:U。 — V. sg. 称 为 局 部 坐标 映 
射 , 其 满足 如 下 条 件 : 

CD 坐标 卡 覆盖 M, 即 UU, 一 M; 

(2) EU, N Us ze o. lll ppe o; 19, CU, N Up) — e CU, N Up 
是 光滑 函数 ; 

(3) 若 x EU。, YE Us 是 M 的 两 个 不 同 点 , 则 存在 开 子 集 
WCV,, W C V,. eG) E Va eG € Vs, E g OD 站 
qi M = 好。 

AK IF CDD 也 称 为 Hausdorff 分 离 性 质 ,利用 图 5. 1 有 助 于 理解 
流 形 的 定义 。 


Coe 5 


图 5.1 MÉ 
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为 了 正确 理解 流 形 的 一 般 定义 , 现 举 几 个 最 简单 的 基本 例子 
加 以 说 明 。 

【 例 5.1】 最 简单 的 m 维 流 形 就 是 欧 氏 空间 R”" 自身 ,此 时 只 
需 一 个 坐标 卡 U = R”, 恒 同 映射 o= R” — R” 作为 坐标 映射 。 
更 一 般 地 ,R” 的 任意 开 子 集 都 是 一 个 m 流 形 。 

【 例 5.2】 单位 球面 

S = {(r,y,2z) | e +y +z = 1} 
是 一 个 二 维 流 形 。 实 际 上 , 令 
U, = S\{(0,0,1)},. U: = S'N(CO0, — 0) 

Jl] o, ;U, — R — {(z,y,0)), a 二 1,2, 分 别 是 从 南北 极 的 球 极 投 
影 , 即 


Pi Ge yz) m ( | 
= rd: Ae 
qi Gr. y,z) = (rf pem 
容易 证 明 ,在 交集 Di N U: 上 ,传递 映射 
$i ° ga :R\{(0) > R'\ {0} 
是 一 个 光滑 的 微分 同 胚 , 即 


9 teo) — (Lys zz) 
定义 中 的 条 件 (3) 可 以 从 R 的 性 质 得 出 。 
【 例 5.3】 单位 圆 
S!={(rz,y) | z +y = 1} 
是 一 个 具有 两 个 坐标 卡 的 一 维 流 形 。 更 一 般 地 ,m 个 S 的 
Descartes 积 , 即 


T^" —S' xS x-xS! 
是 一 个 m 维 流 形 , 称 为 m 维 环 面 。 
定义 5.2 设 M 和 NN 是 两 个 光滑 流 形 ,F:M 一 NN 是 一 个 映 
射 . 如 果 下 在 每 个 坐标 卡 上 的 局 部 坐标 表示 都 是 光滑 的 , 则 称 下 是 


第 五 章 ” 流 形 上 微分 方程 的 解法 及 李 群 理论 121 


光滑 映射 。 即 对 M 上 的 每 个 坐标 卡 g。:U, — V, CRAN 上 的 每 
个 坐标 卡 加 :Us -> Vo C R", 复 合 映射 
$e F e gp iR” -> R' 

在 有 定义 的 地 方 ( 即 在 子 集 plU. N F Ò] 上 ) 是 光滑 的 。 

[5] 5.4] 证 明 环 面 T^ 可 以 光滑 地 映射 到 RP 中 。 实 际 上 E 
X FT >R.: 

F(0,0) = (Q2 十 cosp)cosü. (VŽ 十 cosp) sin, sinp) 

则 下 显然 关于 0 Mo 是 光滑 的 ,并 且 是 一 一 映射 。 

定义 5.3 设 F;M->N 是 m 维 流 形 M 到 n 维 流 形 N 的 光滑 


映射 .F 在 点 x € M 的 秩 就 是 n Xm f Jacobi RR (25, ) 在 * 的 秩 ， 


Kb y = F(x) 是 x 附近 的 任意 方便 的 局 部 坐标 表示 。 如 果 对 子 集 
SC M 中 的 每 点 ,下 的 秩 都 等 于 m 和 中 最 小 者 , 则 称 下 在 S 上 有 
最 大 秩 。 

容易 验证 下 在 点 x 的 秩 并 不 依赖 于 特定 的 局 部 坐标 。 

定理 5.1 £i FIM N fEx, € M 处 有 最 大 秩 , 则 存在 x。 附 
近 的 局 部 坐标 x = Cryer”) Hy. = F(xo) 附近 的 局 部 坐标 
y — Gers y ,使 得 下 在 这 些 坐 标 下 有 简单 的 形式 , 即 

y = (ZooTm0 0)， n>m 


或 y = (x, c"), nim 
这 个 定理 很 容易 由 隐 和 函数 定理 推出 。 

下 面 引 和 信子 流 形 的 概念 。 

定义 5.4 设 M 是 光滑 流 形 ,N 是 M 的 子 集 . 如 果 存 在 流 形 
N 和 光滑 一 一 映射 p:N -> N C M, 其 处 处 满足 最 大 秩 条 件 , 则 称 
N 是 M 的 子 流 形 , 六 叫做 参数 空间 ,并 且 六 = eCOD ,特别 地 ,NN 的 
维 数 与 N 相同 ,并 且 不 会 超过 M 的 维 数 。 

映射 o 通常 称 为 浸入 (immersion) ,而 NN 叫做 浸 人 子 流 形 。 

除了 上 述 浸 入 子 流 形 的 定义 外 ,还 有 几 种 定义 子 流 形 的 方式 。 
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定义 5.5 EMÉ M 的 子 集 N 是 定义 5.4 意义 下 的 子 流 形 ， 
E p: N -> M 参 数 化 ,而 且 对 N 中 每 点 x 都 存在 x TEM 中 的 任意 
小 开 邻 域 U, 使 得 集合 prEU N NM] 是 六 的 连通 开 子 集 , 则 称 N 是 
M 的 正则 (regular) 子 流 形 。 

利用 定理 5. 1 可 以 得 到 某 种 正规 性 的 局 部 坐标 刻画 。 

定理 5.2 nIR TF UE N CM 是 正则 子 流 形 的 充分 必要 条 件 
是 :对 任意 x。E€ NN, 存 在 定义 在 x, 的 邻 域 U 上 的 局 部 坐标 x = 
(zx! ，… ,x”") ,使 得 

NNU= {x| zr" = .= z” = 0} 

定理 5. 2 中 的 坐标 卡 叫做 M 上 的 平坦 (flat) 坐标 卡 。 

子 流 形 还 可 以 用 一 个 光滑 函数 来 隐 式 地 定义 ,例如 , 若 下 ;: 
R — R 是 一 个 光滑 函数 ,而 且 在 集合 S= (Gy | Fayz) = 
0) 上 ,下 的 梯度 VF = (F.F, F.) 不 等 于 零 , 那 么 根据 隐 函 数 定 
理 , 可 以 证 明 S 是 Rs 的 二 维 子 流 形 ,这 样 定义 的 子 流 形 叫做 隐 式 
定义 的 子 流 形 。 

定理 5.3 若 M 是 m E WJE.F:M— R^ nin) 是 光滑 上 映射。 
如 果 下 在 子 集 N = {x | F(x) = 0} 上 有 最 大 秩 , 那 么 NN 是 一 个 正 
则 的 m — n 维 子 流 形 。 

下 面 给 出 光滑 流 形 M 上 的 曲线 的 定义 。 

定义 5.6 ”对 于 光滑 映射 p:T 一 M, 其 中 TCR 是 子 区 间 ,9 的 
像 集 C = p(D C M RCRUM 上 的 一 条 曲线 。 在 局 部 坐标 下 ,C Bim 
个 函数 g(t) = (p ID sg" OO) 确定 。 

注意 ,在 定义 中 并 没有 要 求 p 是 一 对 一 的 ,因此 C 可 以 自 交 ， 
它 比 一 维 子 流 形 更 一 般 。 


5.3 李 群 


李 群 是 群 这 一 代数 概念 与 流 形 这 一 几何 概念 相 结合 的 产物 。 
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这 两 个 看 似 互 不 相干 的 数学 概念 的 相互 渗透 与 交叉 产生 了 李 群 这 
一 新 的 数学 理论 ,在 引入 李 群 概念 之 前 , 先 复 习 一 下 群 的 定义 。 

定义 5.7 集合 G 称 为 群 ,倘若 对 GG 的 元 素 定义 一 个 群 运算 ， 
称 为 乘法 运算 ,满足 下 面 的 条 件 ; 

d) 封闭 性 :着 g,h€ GW geh EG; 

(CD 结合 律 :g 。(h。k) 二 (g。h) sk, gsh,k €G; 

(D 存在 单位 元 eE G, 使 得 e。g = g= g。e, 对 于 一 切 g € G; 

(D 存在 道 元 素 , 即 对 于 一 切 g € GFE g^ € G, 使 得 

g8°8 =e=g eg 

以 下 是 一 些 常 见 的 群 的 例子 。 

【 例 5. 5】 取 G= ZC 整数 集合 ) , 群 运算 定义 为 通常 的 整数 加 
法 , 则 G 显 然 是 一 个 群 ,其 单位 元 是 0, 而 整数 zxE G 的 逆 元 是 一 z。 
类 似 地 , 取 G = RC 全 体 整 数 ) , 则 在 实数 加 法 的 群 运算 下 ,G 也 是 
一 个 群 。 

上 述 两 种 群 的 运算 还 满足 交换 律 :对 于 一 切 g,h € G， 

go»h-—heg 
这 样 的 群 称 为 交换 群 或 可 交换 群 。 

【 例 5.6】 iż G= GL(n,Q) 是 元 素 为 有 理 数 的 一 切 nXn 可 
逆 和 矩阵 的 集合 ,矩阵 乘法 为 群 运算 , 则 GL (n,Q8) 也 是 一 个 群 ,其 单 
位 元 是 单位 矩阵 , 闭 元 素 就 是 通常 的 道 和 矩阵 。 

类 似 地 , 设 G= GL (n R) 是 具有 实数 元 素 的 一 切 nXn 可 道 矩 
阵 的 集合 ,在 矩阵 乘法 下 ,GL (n,R) 是 一 个 群 , 称 为 一 般 线 性 群 ， 
简 记 为 GL G0, 

定义 5.8 若 群 G 具 有 >r 维 光 滑 流 形 结构 ,使 得 群 运算 

miGXG--G,m(g,h) =g- eh, g,A C G 
和 逆 元 运算 
iG-—G.i(gh—g'l.geG 
是 流 形 间 的 光滑 映射 , 则 称 G 为 > 参数 李 群 。 
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由 定义 5.8 可 见 , 李 群 与 一 般 群 的 区 别 在 于 它 具 有 光滑 流 形 
结构 ,因此 李 群 的 元 素 可 以 连续 变化 。 在 例 5.5 与 例 5.6 中 ,Z 和 
GL (n,Q) 都 不 可 能 是 李 群 , 因为 有 理 数 不 是 连续 变化 的 , 而 R, 
GL (n,FO 都 是 李 群 ,因为 R 显然 具有 流 形 结构 ,对 于 一 般 线性 群 
GL(n,R) = (X € Mx | detX 40) E d& — H nox n B PES IBI M nen 
的 开 子 集 。 若 取 X 的 元 素 zy 为 坐标 , 则 Mus 与 R” 同 构 , 从 而 
GL (n) 是 一 个 n? 维 流 形 ,并 且 是 光滑 的 。 

除了 上 述 两 个 李 群 例子 外 ,还 有 一 些 常见 的 李 群 。 

【 例 5.7】 G = R ,显然 了 具有 光滑 流 形 结构 ,而 且 向 量 加 法 
的 群 运算 (x,y) ->x 十 y 和 向 量 x 的 道 元 是 一 x, 这 两 种 运算 都 是 光 
滑 的 ,因此 R 是 > 参数 可 交换 李 群 。 

【 例 5.8】 G = SO(2) 为 平面 旋转 群 ,换言之 


f pa — sin 


eag Jio<e<2x} 


sinÜ | cosÜ 
其 中 ,0 表示 旋转 角 。 另 一 方面 G 可 以 和 R? 中 的 单位 圆 S = 
{(cosg，sinb) | 0 t0 — 2x) 等 同 ,从 而 通过 S 定义 SO(2) 上 的 光 
滑 流 形 结构 。 

如 果 把 反射 变换 也 包含 在 SD(2) 中 ,就 得 到 平面 正 交 群 , 即 

O2) = {XE GLQ) |XX = I} 

其 中 ,XT 表示 X 的 转 置 .OC(2) 是 不 连通 单 参数 李 群 ,其 流 形 结构 
由 两 个 不 连通 的 S 的 流 形 结构 组 成 。 

更 一 般 地 ,可 以 证 明 , 一 切 n Xn KEX IE ERO) = 
(X € GLD | XX 二 几 是 一 个 n(n 一 1) 参数 李 群 ,而 O(n) 的 


子 群 SOGO (特殊 正 交 群 ) 为 
SO(n) = (X € GL(n) | detX = 1} 


它 是 方 n(n 一 1) 参数 的 连通 李 群 。 
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容易 证 明 , 如 果 G 和 互 分 别 是 > 和 s 参数 李 群 ,那么 它们 的 
Descartes {H GX 五 是 一 个 Cr 十 s) 参数 李 群 ,其 群 运算 为 (g,h)。 
(Z.A = (ge E. hK), gg EG, h.l € HAIE rm E T fE 
为 r 个 李 群 S 二 SO(2) 的 Descartes 积 也 是 一 个 李 群 .而且 可 以 证 
明 T' 是 一 个 连通 紧 致 的 可 交换 ~ 参数 李 群 .实际 上 ,在 同 构 意 义 
下 ,具有 上 述 性 质 的 李 群 必 为 T. 

从 前 面 的 例子 可 以 看 出 ,一些 李 群 是 另 一 些 更 大 李 群 的 子 群 ， 
比如 SOGO 是 OGD 的 子 群 ,而 O) 又 是 GL (nm) 的 子 群 ,与 浸入 
子 流 形 相对 应 ,在 此 有 必要 引入 李子 群 的 定义 。 

定义 5.9 ” 李 群 G 的 子 集 互 叫做 李子 群 ,如 果 互 是 G 的 ( 浸 
AD FRÉ M p: Ñ —>G, H = oÀ), Å RER, o EER LKR 
态 映 射 。 

例如 , 若 w 是 任 一 实数 , 则 易 知 , 子 流 形 

H, = (G,at)mod2r:t € RCT 
是 T* 的 单 参数 李子 群 , 当 w 为 有 理 数 时 , H, EHF SO(2) ,形成 
T 的 闭 的 正则 子 群 ;而 当 w 为 无 理 数 时 ,HH, 与 李 群 R 同 构 , 在 T 
pH. 

由 定义 5.9 可 知 , 李 群 的 李子 群 不 一 定 是 正则 子 流 形 .下面 的 
定理 为 我 们 提供 了 一 个 检验 正则 子 流 形 的 方法 。 

定理 5.4 di G J&"E EL. H JE G 的 闭 子 群 ,那么 互 是 G 的 正 
则 子 流 形 , 因 此 五 本 身 也 是 一 个 李 群 .反之 ,G 的 任何 正则 李子 群 
必 为 闭 子 群 。 

利用 定理 5. 4, 容易 证 明 OCn) 是 GL (n) 的 正则 李子 群 , 而 
SO(n) 是 O(n) 的 正则 李子 群 。 

在 实际 应 用 中 ,有 时 只 需要 考虑 李 群 的 单位 元 附近 的 元 素 ,而 
不 必 对 整个 李 群 进行 研究 .因此 需要 引入 局 部 李 群 的 概念 。 

定义 5.10 ”所 谓 ”参数 局 部 李 群 ,由 包含 原点 O 的 连通 开 
TÉ VoCVCR 和 定义 群 运算 的 光滑 映射 m :VXV 一 R", 以 及 


126 非 线性 动力 学 系统 的 几何 积分 理论 及 应 用 


定义 群 的 逆 元 运算 的 光滑 映射 Vo — V 构成 , 并且 满足 下 列 
条 件 : 

(1) 结合 律 :车 x,y,z € V Emay), myz) € Vm, 
m(Cy,z)) = mOn(x,y),22; 

(2) 单位 元 :对 于 一 切 x EV, 有 m(0,x) = x = m,0; 

(3) 道 元 :对 每 个 xE Voli mlx, ilx)) = 0 = m(i(x) ,x)。 

注意 ,上 述 局 部 李 群 定义 是 通过 群 运算 的 局 部 坐标 表示 来 描 
述 的 ,没有 用 到 抽象 的 流 形 理论 ,因为 流 形 在 局 部 范围 内 与 欧 几 里 
得 空间 等 同 。 

下 面 举例 说 明 , 局 部 李 群 不 一 定 是 全 局 李 群 。 

【 例 5.9】 取 V= {zx|1|z| 二 1) CR, 群 运算 为 


2zy 一 工 一 y 
yl TYyEV 


通过 直接 计算 可 证 结合 律 和 单位 元 对 m 都 成 立 , 而 逆 元 映射 是 


ix) m 2 E , 它 仅 在 Vo fz | | x [< dh 上 定义 ,从 而 (V,m， 
r—1 2 


D 仅 定 义 一 个 单 参 数 局 部 李 群 。 

对 于 给 定 的 全 局 李 群 ,可 以 利用 包含 单位 元 的 局 部 坐标 卡 来 
构造 局 部 李 群 .每 个 局 部 李 群 局 部 地 与 某 个 全 局 李 群 的 单位 元 的 
邻 域 同 构 。 

定理 5.5 设 Vo CVCR’ 是 局 部 李 群 ,而 mCx,y) Mi) 分 
别 是 它 的 群 运算 和 北 元 映射 , 则 存在 一 个 全 局 李 群 G 和 包含 其 单 
位 元 的 坐标 卡 g:U” 一 V* ,其 中 单位 元 ee U^ ,使 得 V* C Vo, 
ple) = 0, 并 且 对 一 切 g,h € U* ,以 下 两 式 成 立 : 

olg °h) = mlolg), gXOD) 


m(r,y)-— 


eG) = i(g(g)) 
此 外 ,存在 惟一 的 具有 上 述 性 质 的 单 连通 李 群 G* ,如果 G 是 
另 一 个 这 样 的 李 群 , 则 存在 一 个 覆盖 映射 x:G* 一 G, 它 同时 是 一 
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个 群 同 态 ,使 得 G” 和 G 是 局 部 同 构 李 群 (G” FROM G 的 单 连通 覆 
iB. l 
上 述 定理 保证 了 全 局 李 群 的 存在 ,因此 我 们 可 以 利用 确定 局 
部 李 群 的 单位 元 邻 域 的 知识 ,来 重新 构造 全 局 李 群 ,精确 地 说 ,由 
G 的 连通 性 ,可 以 证 明 下 面 的 结果 。 
命题 5.1 设 G 是 一 个 连通 李 群 ,U C G 是 其 单位 元 的 某 邻 
RIB Ut = {gi 0 g otn o gi | g: EU) 为 U 中 元 素 的 & 重 乘积 的 
合 , 则 等 式 
G=UU 
成 立 。 换 言 之 ,G 中 的 每 个 元 素 都 可 以 写成 U 中 的 有 限 个 元 素 
的 积 。 
在 实际 应 用 中 , 李 群 并 不 以 抽象 的 概念 出 现 , 它 常常 是 某 个 流 
形 上 的 具体 的 变换 群 ,例如 , 李 群 SO(2) 是 平面 M = R 上 的 旋转 
群 ,而 GL (n) 是 R” 上 的 可 逆 线 性 变换 群 。 
一 般 地 说 ,对 于 李 群 G, 倘若 对 于 它 的 每 个 元 素 g, 恒 存在 某 
个 流 形 M 到 自身 的 映射 与 之 对 应 ,那么 该 李 群 G 就 可 以 作为 M 的 
变换 群 。 在 实际 应 用 中 , 李 群 的 作用 仅仅 是 局 部 的 , 即 群 变 换 不 对 
一 切 群 元 素 或 流 形 上 的 一 切 点 定义 。 
定义 5.11 设 MM 是 光滑 流 形 。 所 谓 作用 在 M 上 的 局 部 变换 
群 由 三 元 组 (G,U, 生 ) 确定 ,其 中 G 是 (局 部 ) ERU EG XM p 
illi i£ à X (e) XMCUCGXxM 的 开 子 集 ( 称 为 群 作用 的 定义 
域 ) ,而 V:iU— M 是 满足 下 列 性 质 的 光滑 映射 : 
CD WR, x) € U, Cg, V(h,x)) EU 且 (g。h,x) EU, 那么 
WV(g,Wh,x)) = Plg | h,x) (5.4) 
(2) 对 一 切 x € M,A 
Y(e,x) =x (5.5) 
G) WRC, x) E U, MWC, Pex EUH 
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Vlg!,V(g,x))=x (5. 6) 
为 简便 起 见 ,把 Cg o0. 简 记 为 g。x。 这 样 ,定义 中 的 三 个 条 
件 可 以 简化 为 
Ad) ge (hex) =(g°-h)ox, ghEG,xEM; (5. 7) 
(2) 对 一 切 YE M, 有 e。x 一 xi; (5. 8) 
(3) gol(gox)=x,gEG,xEM, (5.9) 
当然 ,在 上 述 等 式 两 端 有 定义 的 情况 下 , 式 (5.7) 至 式 (5.9) 才 有 
在 应 用 中 ,下 面 两 个 与 变换 群 有 关 的 集合 很 重要 , 即 
G: 三 {gE€EG|(g,x) EU}, xe MEHZ 
M 三 {x€E MI|(g,x) EU}，g EU 固定 
容易 证 明 ,G 是 一 个 局 部 李 群 ,而 M, 是 M 的 开 子 流 形 。 
定义 5.12 作用 在 M 上 的 变换 群 G 叫做 连通 的 ,车 下 列 条 件 
成 立 : 
(D G 是 连通 李 群 ,M 是 连通 流 形 ; 
(2)UCGXM 是 连通 开 集 ; 
(3) 对 每 个 x € M, ARER G, 是 连通 的 。 
在 后 文 的 叙述 中 ,除非 特别 声明 ,都 假定 所 有 的 局 部 变换 群 在 
上 述 意 义 下 是 连通 的 。 
下 面 引入 在 理论 和 应 用 研究 中 都 具有 重要 地 位 的 局 部 变换 群 
的 轨道 的 概念 。 
定义 5.13 局 部 变换 群 G 在 M 上 的 轨道 就 是 M 的 满足 以 下 
条 件 的 子 集 OC M; 
(1) 若 x*€ O,gE€G 且 g。x 有 定义 ,; 则 g。x€ 0; 
(2) 若 上 CO 且 满 足 条 件 (1), 则 = 0 或 G 为 空 集 。 简 言 之 ， 
G 的 轨道 就 是 M 在 G 作用 下 不 变 的 极 小 非 空 子 集 。 
在 全 局 变换 群情 形 ,对 每 个 x € M, 都 有 一 条 群 轨道 通过 它 , 即 
O= gex] gE G 
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对 局 部 变换 群 ,必须 考虑 群 元 素 的 乘积 在 x 上 的 作用 :O. = 
{e o g, oe o go x| k >l, g; €E G,# E gegote giex 
定义 }。 

事实 上 , 李 变 换 群 的 轨道 实际 上 是 M 的 子 流 形 , 这 些 轨道 子 
流 形 的 维 数 可 能 不 同 ,而 且 不 一 定 是 正则 的 。 

定义 5.14 设 G 是 作用 在 M 上 局 部 变换 群 ,于 是 : 

(1) 若 一 切 群 轨道 O 作为 M 的 子 流 形 都 具有 相同 维 数 , 则 称 
李 群 G 的 作用 是 半 正 则 的 。 

(2) 若 李 群 作用 是 半 正 则 的 ,而 且 对 每 个 x € M 存在 x 的 一 
个 任意 小 邻 域 D ,使 得 G 的 每 条 轨道 与 U 的 交集 是 一 个 弧 连 通 子 
集 , 则 称 G 的 作用 是 正则 的 。 

由 (2) 可 知 ,如 果 G 正 则 作用 在 M 上 , 则 G 的 每 条 轨道 都 是 M 


的 正则 子 流 形 。 

O 若 只 存在 一 条 群 作 用 轨道 , 即 流 形 M 本 身 , 则 称 G 在 M 
上 的 作用 是 传递 的 。 

显然 ,任何 传递 的 变换 群 的 作用 都 是 正则 的 。 在 实际 应 用 中 ， 
大 部 分 变换 群 的 作用 都 不 是 传递 的 。 

下 面 列举 几 个 李 变 换 群 的 例子 。 


【 例 5.10】 R” 上 的 平移 群 。 

设 a 关 0 是 R” 中 的 一 个 固定 向 量 , 取 G = REX Ya, x) 一 
x+ta, xc R", t € R&EUEBIORR,V) 是 一 个 全 局 群 作用 , 它 
的 轨道 是 一 些 平行 于 a 的 直线 ,因此 作用 是 正则 的 且 轨 道 都 是 一 
维 的 。 

【 例 5.11】 环 面 上 的 无 理 流 。 

取 G== R,M 是 二 维 环 面 7?,w 是 一 个 固定 实数 ,通过 T? 上 的 
角 坐 标 (0,o) 定义 全 局 群 作用 WO, (0,0) = (6 十 t，p 十 
ax ) mod2x。 


容易 证 明 .G 的 轨道 都 是 T^ 的 一 维 子 流 形 ,因此 群 作用 是 半 
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正则 的 ,此 外 ,如 果 w 是 有 理 数 , 则 轨道 都 是 闭 曲 线 , 群 作用 是 正则 
的 ;如 果 w 是 无 理 数 , 则 每 条 轨道 都 是 T^ 的 稠密 子 流 形 。 这 就 提供 
了 一 个 最 简单 的 例子 : 群 作用 是 半 正 则 的 ,但 不 是 正则 的 。 


9.4 ” 流 形 上 的 切 空间 与 向 量 场 


局 部 地 ,在 ae R 的 某 邻 域 口 ,考虑 由 某 种 约束 给 出 的 流 形 , 即 
M = {x€ U; g(x) = 0) (5.10) 
式 中 ,g:U 一 R" 是 可 微 的 ,g(a) =0, Hga) 是 满 秩 的 。 下 面 采用 
流 形 的 局 部 参数 化 表示 方法 。 设 y:V 一 R" 是 可 微 的 (其 中 CC 
R 是 0 的 邻 域 ), 且 y(0) — a. XE—2E BUR y CO 具有 满 秩 n — m, 
如 果 V 足够 小 时 ,使 得 gy:V — QOD 是 一 个 具有 连续 逆 映 射 的 双 
射 , 那 么 , 流 形 可 局 部 表示 为 
M = {x = yz), z € V} (5.11) 
变量 z 称 为 流 形 的 参数 或 局 部 坐标 。 
[5|5.12) 单位 圆 由 式 (5. 10) 的 形式 给 出 ,就 是 g(xi ,zz， 
z) = Xf 十 2 十 xz 一 1 二 0, 而 用 局 部 参数 化 表示 就 有 多 种 选择 ， 
可 取 z= Cezis)”: = (zyT2)T ,pz) = Ci zs cb/1— 2i — 2227 
(当然 zs = 0 除外 )。 另 外 ,除了 南极 与 北极 ( 即 zx; — zz = 0, 
zs 一 士 1)， 还 可 选择 球 坐 标 形 式 ， 即 papd = (cosasinp， 
sinasing, cosp)”. 
定义 5.15 设 MM 是 一 个 m 维 光滑 流 形 ,x € M 是 一 个 给 定 
AM 上 通过 x 的 一 切 可 能 曲线 的 切 向 量 组 成 的 集合 叫做 M 在 x 
点 的 切 空 间 , 记 为 TM 1,。 即 对 于 流 形 M, ELECE x € M 点 的 切 
空间 为 
TM |. = vE R | 存在 一 可 微 的 曲线 y: (一 e,e) 一 R" 满足 : 
” 人 对 于 所 有 的 局 y0 € M, 且 7Y(0) =x, 7(0) — v 
(5.12) 
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而 M 上 每 点 的 切 空 间 的 并 集 为 
TM =U TM | 。 
它 叫 做 M 的 切 丛 , 它 是 一 个 2m 维 光滑 流 形 。 
例如 ,M = R”, 则 TM = R" XR”, 
定理 5.6 如果 流 形 M 是 由 式 (5. 10) 给 出 的 ,其 中 g:U 一 R” 
是 可 微 的 ,g(a) — 0, 且 g (a) 具有 满 秩 m, 那 么 ,点 a € M 处 的 切 
空间 为 
TM |, = kerg (a) = {v € R | g'(a)v=0} (5.13) 
如 果 流 形 M 是 由 式 (5.11) 给 出 , 其 中 ,y:V 一 R" 是 可 微 的 ， 
pa) — 0, 且 y (0) 具有 满 秩 n 一 m, 那 么 ,点 a € M 处 的 切 空间 为 
TM |a = Img (0) = {Y Ow | wc R"") (5.14) 
证 明 ”首先 证 明 第 一 部 分 。 因 为 曲线 yo 满足 yx(0) = a, 及 
gOG) = 0, 通 过 微分 不 难得 到 g'Ca) y CO) = 0。 因 此 ,TM |, C 
kerg (a) 。 另 一 方面 ,考虑 函数 F(ti,u) = g(a- tv +g (a) i0. 


然 ,F(0,0) = o. iti H.. SE o.) 二 g' (a)g' (a) S gk BAR IA EROR 


定理 可 由 关系 式 F(t,u) = 0 ARH u = ut), WR yE 
kerg Ca) ,就 有 zx(C0) 一 0, 那 么 ,曲线 7y(D — a-- tv +g (a) uCO 就 
满足 式 (5. 12) 的 各 项 要 求 , 因 此 ,TM |, D kerg'(a) 。 

下 面 证 明 第 二 部 分 。 设 流 形 M 是 由 式 (5. 11) 给 出 的 ,那么 ,对 
于 任意 7: (一 sse) > R” HEO = 0, HR yCO = gU) 必然 
落 在 流 形 M 上 并 满足 y(0) = VC0)7(0) ,可 见 Imy (0) C TM Jao 

关于 y (0) 的 秩 的 假设 意味 着 ,如 果 把 它 的 分 量 重 新 排序 ,可 
得 P) 二 《gh GO » yy(z))" ,其 中 ,yr(z) 是 一 个 局 部 微分 同 胚 ,如 
果 能 证 明 对 于 流 形 M 上 的 任意 光滑 曲线 y(z) 都 可 以 表示 为 
Y) = qGG» ,那么 Imy (0 2 TM 1. 为 此 ,根据 y 的 分 解 ,把 曲 
线 分 裂 为 Y(2) = (Qu GO) VEAD ,并 定义 六 六 = di! Qa COD LESS 
对 于 y(O € M, 它 的 第 二 部 分 坐标 可 以 由 7 CO 惟一 确定 ,因此 ， 
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YE) = gGQGD». 

上 述 定理 的 证 明 进 一 步 说 明了 关于 流 形 的 表述 即 式 (5. 10) 
与 式 (5. 11) 是 等 价 的 。 设 流 形 M 由 式 (5. 10) 给 出 ,并 设 8 的 列 构 
成 TM |, 的 一 个 正 交 基 ,那么 定理 5.6 证 明 中 的 条 件 gCa 3- tv - 
g (au) 二 0 在 z= 二 0 局 部 定义 了 一 个 函数 u(z), 且 满足 u(0) = 
0 及 w (0) = 0, 因此 , 流 形 M 可 由 式 (5.11) 给 出 ,其 中 y(z) 二 a 十 
Qz +g (aula). AH E ARE M 是 由 式 (5. 11) 给 出 ,上 述 定 
理 证 明 的 第 二 部 分 说 明 ,x = ylz) 可 以 分 解 成 两 部 分 , BD x = 
di CO 和 x; = gz GO ,其 中 yp 是 一 局 部 微分 同 胚 。 最 后 , 流 形 M 可 
由 式 (5. 10) 给 出 ,其 中 g(x) = x; — s (Q0). 

下 面 讨论 流 形 上 的 向 量 场 概念 , 设 C= ea) | 9:T 一 M， 
t € D 是 流 形 M 上 的 一 条 光滑 曲线 ,其 中 I 是 R 中 的 开 区 间 ,. 在 局 
部 坐标 x 二 (zx!l,…,x”) 下,C 由 实 变量 i 的 m T GEI CO = 
(Gp QD ,… ,9”(1)) BE TE C 的 每 点 x — g(t) 处 ,曲线 C 的 切 向 量 
就 是 导数 , 即 


pa) = E = (QD sg" (OD 
Ne om gt 
No .9. 3*5 Am 2 
=g rere a (5.15) 
如 果 y — Px) 是 任何 一 个 微分 同 胚 ,那么 
y ^ V(ogCDO) (5. 16) 


就 是 曲线 C 在 》 坐 标 下 的 局 部 表示 。 在 新 坐标 下 , 切 向 量 式 (5. 19) 
的 形式 为 


c d 
V | scs — 253 FY 
j=1 


DD 


j—]1 &-1 


(5.17) 


pA 
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式 (5.17) 可 以 看 做 是 切 向 量 式 (5. 15) 在 坐标 变换 式 (5.16) 下 的 
定义 5.16 若 对 M 上 的 每 点 x € M 指 定 一 个 切 向 量 V |, E 
TM |, ,使 得 这 些 切 向 量 随 x 光滑 变化 , 则 称 V = (V 1;, xe M) Æ 
M 上 的 一 个 向 量 场 ,而 向 量 场 V 的 积分 曲线 就 是 M 上 的 一 条 光滑 
参数 化 曲线 x = eCGO ,在 曲线 上 每 点 处 的 切 向 量 与 向 量 场 V 在 同 
一 点 的 值 相同 , 即 对 一 切 :€ ICR, A 
9) = V lew 
TE BD Ab b Cc! x") 下 ,M 上 的 向 量 场 V 的 形式 为 


-Ar 9 .mr aa 
vesio aterro 


式 中 ,g(x) 是 x 的 光滑 函数 ,而 积分 曲线 x = pa) 一 (p sn, 
PD) 必然 是 如 下 自治 常 微分 方程 组 的 解 : 


dE .- u TR 
q 8005 i 一 ] ，…… ,7 (5. 18) 


与 标准 常 微 分 方程 理论 一 样 ,把 式 (5. 18) 的 通过 某 点 x 的 存 
在 区 间 最 大 的 那 条 积分 曲线 叫做 过 xo 的 最 大 积分 曲线 , 记 为 更 ( 妃 
xo) ,在 动力 系统 理论 中 ,通常 把 CL x). 叫做 向 量 场 V 生成 的 流 
(How) , 它 具 有 下 面 的 基本 性 质 . 


V(t, Vs,x)) eme V(t sx», xc M (5. 19) 
5 SV) — V deca (5.21) 


式 中 ,i,s ÆR 中 使 上 面 等 式 两 端 有 定义 的 一 切 值 。 
把 式 (5. 19) , 式 (5. 20) 和 式 (5.4), 式 (5.5) 比较 ,可 以 看 出 ， 
向 量 场 V 生成 的 流 与 李 群 在 M 上 的 局 部 群 作用 是 一 样 的 ,因此 ， 
常常 把 亚 (t,x) 叫做 单 参 数 ( 即 2) 变换 群 ,而 向 量 场 V 叫做 这 种 变 
换 群 作用 的 无 穷 小 生成 元 ,因为 由 Taylor 定理 知 ,在 局 部 坐标 下 
Plax) = x tlx) d OO) 
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式 中 ,Exz) = (GG), G0 REV 的 分 量 。 

单 参数 群 作 用 的 轨道 就 是 V 的 最 大 积分 曲线 ,反之 , 如 果 
(zt,x) 是 作用 在 M 上 的 任何 一 个 单 参数 变换 群 ,那么 它 的 无 穷 小 
生成 元 就 由 下 式 决 定 : 


zad 
Wr n 


根据 常 微分 方程 理论 中 的 关于 初 值 问题 的 存在 惟一 性 定理 可 知 ， 
局 部 单 参数 变换 群 与 它 的 无 穷 小 生成 元 之 间 是 一 一 对 应 的 。 

求 一 个 给 定向 量 场 V 生成 的 流 或 单 参数 变换 群 ( 即 求解 常 微 
分 方程 组 ) 通常 叫做 对 向 量 场 V 取 指数 ,因此 把 向 量 场 V 生 成 的 流 
记 为 


FG) (5. 22) 


expGV)x = V(t,x) (5.23): 
利用 这 种 指数 记 法 , 前 述 的 三 条 性 质 式 (5.19), 5X C5. 200 和 式 
(5.21) 可 以 重新 写 为 


exp[ (t+ V ]x = exp(tV)exp(sV)x (5. 24) 

exp(OV)x = x (5. 25) 

和 S LexpV)x] m V | expo (5. 26) 

特别 地 ,V |. BRG. 260 取 t — 0 的 值 即 是 .上 述 三 个 式 子 正 反映 
了 指数 函数 的 性 质 。 


[515.13] 流 形 上 的 向 量 场 和 流 。 
CD 取 M — R, 坐 标 为 xz, 考虑 向 量 场 V — 2 二 3: 那么 它 的 
流 全 局 地 为 
exp(GV2x 一 exp(G2,0x = x tt (5. 27) 
车 V= XO. ; 则 有 
exp(1xO.)x = e'x (5. 28) 
因为 它 是 常 微分 方程 x =x 当 zt = 0 时 初 值 为 x 的 解 。 
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D 一 般 地 ,M = R 时 ,定常 向 量 场 V 一 了 ya Doa 


(a! ,…,a”"), 取 指数 后 得 到 沿 a 方向 的 解 平移 变换 群 , 即 
exp(ixO)xX = x+ia, x€ R” (5.29) 
类 似 地 ,线性 向 量 场 为 


Va 一 > (Pear) 


其 具有 流 

exp(GV,)xr = e^x (5. 30) 
式 中 ,A = (a) 是 mnXm 常 矩阵 ;并且 e^ — IHA+ le! fes 
是 通常 的 指数 矩阵 。 


(3) 考虑 平面 上 的 旋转 变换 群 , 即 
V. (x, y)) = (zcost 一 ysint，zsint 十 ycost) (5.31) 
根据 定义 , 它 的 无 穷 小 生成 元 就 是 向 量 场 
V = &£G 08. t nx,y)9, (5. 32) 
Am 


Elz, y) = i| _ Gxcost — ysint) —— y 


(zy) = i| ,,, Crsint 十 ycost) =x 


实际 上 , 群 变换 式 (5. 31) 是 常 微分 方程 组 


d y, D (5. 33) 


的 解 。 
如 果 V 二 DE 2; 是 M 上 的 向 量 场 V 在 x 坐标 下 的 表达 


式 ,y = V OO 是 一 个 坐标 变换 , 则 根据 式 (5. 170 ,在 ?坐标 下 ,YY 有 
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y = > er CES 2 n o» $; (5. 34) 


下 面 的 i SL REESE 
的 向 量 场 。 

命题 5.2 ”若是 M 上 一 个 在 xe € M 处 不 为 零 的 向 量 场 : 
V |。 天 0, 那 么 存在 z 处 的 局 部 坐标 卡 了 一 (> en» 使 得 在 


命题 5. 2 表明 ,每 个 不 等 于 零 的 向 量 场 都 局 部 地 等 价 于 平移 
群 的 无 穷 小 生成 元 ,在 微分 方程 理论 中 ,命题 5. 2 通常 叫做 直 化 
(straightened out) 定理 。 

下 面 考察 流 形 上 的 函数 沿 着 向 量 场 的 流 是 如 何 变化 的 。 换 言 
之 , 设 V 是 流 形 M 上 的 向 量 场 ,f:M 一 RJ ERG 
当 z 变 化 时 ,fl(explzV)x) 如 何 变 化 。 在 局 部 坐标 下 , 若 Y = 


(x) -9 ,由 
eo) x 则 


全 /CexpGY)z) = Dg (exp(iV)x) f 9f. CexpCV)z) = 


i-l 


VCOLexpGV)x] (5. 35) 
特别 地 , 当 t 一 0 时 ,有 


$| FexpGy)a = eo Sf) = VD 
(5. 36) 
因此 向 量 场 V 是 作用 在 f 上 的 一 阶 偏 微分 算 子 ,根据 Taylor E 
理 有 
fCexpGVox) = f HV GO + 6.3 
B VCO Æ SEV 的 流下 的 无 穷 小 改变 。 
车 对 式 (5. 35) 继续 求 导 , 并 代 到 Taylor 展开 式 中 , 则 有 
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flexpl(tV)x) = fOQ c 1VCAÉ) G0 十 … 十 
EVD +O) (5. 38) 


RRV = 一 VCV(f)) 等 ,如 果 式 (5. 38) 关于 上 收敛 ,就 是 李 级 
数 , 即 


d k 
fCexpaV)a) = D VN) (5. 39) 
k=0 > 


这 就 是 流 在 f 上 作用 的 结果 。 

从 上 面 的 讨论 知道 ,V | 实际 上 定义 了 一 个 实 值 光滑 函数 空 
间 上 的 导数 ,Y(PCxz) 是 一 个 数 ,而 且 由 V 确定 的 这 种 运算 满足 基 
本 的 导数 性 质 : 

CD 线性 性 质 ; VC(f 十 g) — VCO VC s (5. 40) 

(2) Leibniz 法 则 : VCF » g) — VC g4- IVg). (5.41) 

下 面 讨论 流 形 之 间 的 光滑 映射 的 微分 算 子 。 

Wb F.M — N EWR WME M 和 NN 之 间 的 光滑 上 映射, M 上 的 曲 
RC= {P |E I, R FRAR N 上 的 曲线 C = FO = 
PO = Fl(g(z)) | t € T}) ,那么 下 诱导 出 这 样 一 个 映射 , 它 把 C 


在 x — (D 处 的 切 向 量 氏 BRE] C EF) = F(p(D) = p) 处 
it £118 E ED aac Sp tl UN EROR F 的 微分 , 记 为 


dF(gCO) = SF (GOD) (5.42) 


一 般 说 来 ,下 ;1M — AN 的 微分 就 是 切 空间 之 间 的 线性 映射 , 即 
dF;TM IE — TN | eco 
AV | € TM |: 在 局 部 坐标 下 为 
zr Wo 
V |; = LEW x 
则 有 


138 非 线 性 动力 学 系统 的 几何 积分 理论 及 应 用 


dF(V |,) -X(NEo 2), = Yee»; 


5. 43) 
而 且 
dEV DFD — Vf Pa), y= Fœ) (5.44) 
对 一 切 Y |, € TM |. 和 一 切 光 滑 函 数 PN 一 R 成 立 。 
此 外 ,还 有 如 下 命题 : 
命题 5.3” 如果 下 :M 一 N 和 昌 :N -> 了 PP 是 流 形 间 的 两 个 光滑 
映射 ,那么 


dCH » F) = dH » dF (5. 45) 
式 中 
dF:TM |, — TN | ,rw 
dH:TN |, > TP lao 
而 


d(H » F):TM |x — TP |: -mroo) 
AR F.M NÆR N 上 的 微分 同 胚 ,V JE M 上 的 向 量 场 , 那 
么 dF(V) 是 N 上 的 向 量 场 ,而 且 V 和 dFCV) 的 积分 曲线 有 如 下 
关系 : 
F(expGV2x) = exp(tdF(V))F(x) 
下 面 引入 向 量 场 的 李 括 号 或 交换 子 (commutator) 的 概念 , 它 
在 本 书 中 起 着 重要 的 作用 。 
定义 5.17 如果 V,W 是 流 形 M 上 的 两 个 向 量 场 ,那么 它们 
的 李 插 号 [LV ,Wj 就 是 M 上 的 满足 下 式 的 惟一 向 量 场 : 
[VWI N — VWE —WOCPD, f € C"OM,R) 
若 在 局 部 坐标 下 ,V,W 有 


SER UM Luin 
v- DeO a w 2/100 a (5. 46) 
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m 


则 [V,W] = LVD SW 
DD 725 "ja (5.47) 
命题 $.4 李 括 号 有 下 列 性 质 : 
COD WAH: 
[cV +c V, W] = c(V,W] + c [V .W] 
及 [V, eW -- c'W'] = c[V,W] - c'LV , wW] (5. 48) 
式 中 sC, c 为 常数 ; 
(2) 反对 称 性 : 
[VY,W] =— [W,V] (5. 49) 


(3) Jacobi 恒等式 : 
[U ,[V,W]] --LW,[U,V]] -CV.[W,U]] ^ 0 (5.50) 
命题 5.5 W F.M N 是 任意 一 光滑 映射 ,V,W 是 M 上 
的 两 个 向 量 场 ,使 得 dF(V) 和 dFC(W) 是 N 上 有 定义 的 向 量 场 , 则 
等 式 
dF([V,W]) = [dF(V), dF(W)] (5.51) 
成 立 。 
定理 5.7 设 V,W 是 M 上 的 向 量 场 , 则 对 每 个 x € M, 交 换 子 
gx) = exp —/IW)expC —JtV) exp WtW)expWiV) x 
对 充分 小 的 t 宇 0 定义 了 M 上 的 一 条 光滑 曲线 , 并 且 李 括号 
[V,W]j |. 就 是 这 条 曲线 在 端点 x = y(0,x) 的 切 向 量 , 即 


-4 
[v.w] m x dt "e 


下 面 的 定理 阐明 了 两 个 向 量 场 可 交换 的 充分 必要 条 件 是 它们 
的 李 括 号 处 处 为 零 。 
定理 5.8 设 V,W 是 M 上 的 向 量 场 , 则 
exp(tV )exp(sW)x = exp(sW)exp(tV)x (5.53) 


NOCT (5. 52) 
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对 一 切 使 两 端 有 定义 的 t,s € R x € M 成 立 的 充 要 条 件 是 
[V,W] = 0 处 处 成 立 。 

最 后 , 再 介绍 子 流 形 上 的 切 空间 和 向 量 场 以 及 重要 的 
Frobenius 定理 ,该 定理 指出 了 m 维 流 形 M 上 的 向 量 场 的 积分 子 
流 形 的 存在 性 条 件 。 

车 NC M 是 子 流 形 , 其 参数 化 浸入 映射 为 pg: 寺 一 N, 即 
oÑ) = N, 六 为 流 形 ,那么 N 在 yE N 点 的 切 空间 就 是 六 在 对 应 
点 的 切 空间 的 像 , 即 

TN |,  de(TN |p), y—-o(pe€N (5. 54) 
须要 注意 ,TN |, 是 与 N 具有 相同 维 数 的 TM |, 的 子 空间 。 

命题 5.6 F:M>R,nL<mEN = {x| Fx) = 0} E 
具有 最 大 秩 , 从 而 NN CM 是 一 个 隐 式 定义 的 正则 的 m 一 nn 维 子 流 
形 。 那 么 对 任何 一 个 yE N,N 在 y 处 的 切 空 间 恰 为 在 y 处 的 微 
分 算 子 的 核 , 即 

TN |, = (V € TM |, | dF(V) = 0) 

WEBB WREED 是 过 y= 二 eG 的 曲线 CC 六 的 参数 表示 ， 

WXI—U)It£€ I, F(égCOD 一 0。 两 边 对 上 求 导 ,得 


o= irw) = dF(Q») 


因此 ,C 的 切 向 量 p 在 dF 的 核 中 .反之 利用 dF 在 y 点 秩 为 的 事 
实 通过 维 数 公 式 即 得 结论 。 

引 理 5.1 ”如果 V 和 W 与 子 流 形 N 相 切 , 则 它们 的 李 括 号 
[V.W] 也 与 N 相 切 。 

WEB] 设立 和 闹 是 V, 克 在 六 上 的 对 应 向 量 场 , 则 有 

do[ V .W] = [de $5, dg Wo] = [V,W] 

这 表明 对 每 个 yE N, [V.W] |, € TN |, = deCTN |p. 

由 前 面 的 讨论 知道 , 流 形 M 上 的 向 量 场 V 通 过 M 的 每 点 都 确 
定 一 条 积分 曲线 ,使 得 V 与 它 处 处 相 切 。 以 下 将 要 介绍 的 Frobenius 
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定理 涉及 向 量 场 簇 的 积分 子 流 形 的 存在 性 ,这 是 更 一 般 的 情况 。 

定义 5.18 RVV, 都 是 光滑 流 形 M 上 的 向 量 场 .向 量 
Fas (Vi ,…,V,} 的 积分 子 流 形 是 M 的 这 样 的 子 流 形 N ,使 得 在 任 
一 点 了 E 入 ,其 切 空间 TN |l, 由 向 量 {Vi be VeL) 所 张 成 。 

如 果 通 过 M 的 每 点 都 存在 {V1 o Vos 的 积分 流 形 , 则 称 向 量 
Xf (Vis V.) 是 可 积 

由 定义 可 知 , 积 分 子 流 形 的 维 数 等 于 {Vi |;,…,V, |*} 张 成 的 
空间 的 维 数 , 当 x 在 M 上 变化 时 ,积分 子 流 形 的 维 数 可 能 会 变化 。 

定义 5.19 M 上 的 一 个 向 量 场 徐 {Vi,…,V,} 叫做 是 对 合 
(involution) 的 , 若 存在 光滑 实 值 函 数 c 00 x € M, i jk 1, 
…,7, 使 得 对 一 切 i,j m 1,…,r, 下 面 的 等 式 成 立 , 即 

[Vi, Vj] = Md GOV, 

定理 5.9 (Frobenius 4E FED Zr Vs V, 是 流 形 M 上 的 > 个 
光滑 向 量 场 ,那么 向 量 场 簇 {Vi ,…,V,) 可 积 的 充分 必要 条 件 是 它 
们 是 对 合 的 。 

如 果 向 量 场 簇 由 无 穷 多 个 向 量 场 生成 ,那么 该 定理 应 做 适当 
的 修改 。 

定义 5.20 设 互 是 由 若干 向 量 场 组 成 的 集合 ,形成 一 个 向 量 
空间 。 若 Y,W € 日 蕴含 着 [V,Wj] C H, WR H 是 对 合 的 。 

该 定义 包含 了 有 限 生成 情况 下 的 定义 5. 19。 


记 

H |. = span{V | IVE HY C TM |, (5.55) 
则 五 的 积分 子 流 形 就 是 子 流 形 N CC M, 使 得 TN |, =H |, 对 一 
UycNJAw. 


定义 5.21 如 果 对 于 任意 向 量 场 VE 五 , 沿 着 VY 生成 的 流 ， 
子 空 间 baoo. 的 维 数 不 随 i 改变 , 则 称 H 是 秩 不 变 的 。 
注意 ,定义 中 的 子 空间 H |。.ocomz 的 维 数 可 随 x 改变 。 
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由 于 从 x 发 出 的 了 的 积分 曲线 exp GV x Br Ze $82) T DIOE. 
N 中 ,所 以 秩 不 变性 当然 是 可 积 的 必要 条 件 。 对 于 有 限 生成 的 H 
而 言 , 秩 不 变 是 自动 成 立 的 。 

定理 5.10 若 互 是 M 上 的 向 量 场 空间 , 则 五 可 积 的 充分 必 
要 条 件 是 H 对 合 且 秩 不 变 。 

实际 上 ,定理 的 证 明 可 以 通过 积分 子 流 形 的 直接 构造 来 进行 。 
如 果 x € NN, 那 么 可 以 通过 考查 从 x 出 发 的 相继 的 积分 曲线 来 得 
到 积分 子 流 形 : 

N= {exp(Vi) 。 exp(Vj) » + o exp(Vxib > 1; V; € H} 

(5. 56) 

秩 的 不 变性 意味 着 对 任 一 个 yE N.H |, 具有 相同 的 维 数 。 

以 下 把 可 积 向 量 场 艇 的 全 体 最 大 积分 子 流 形 叫 做 M 的 一 个 
叶 层 (foliation) ,而 每 个 积分 子 流 形 叫 做 叶 层 中 的 叶 (leaf) 。 

【 例 5.14】 考虑 R' 中 的 向 量 场 , 即 

V —— 390. 4- 20, 

W = 2xz0, + 2yz0, + GG +1 — x! — y*)8. 
易 证 [V,W]j — 0, 故 由 定理 式 (5.9) A. (VW) 是 可 积 的 。 取 定 一 点 
(x,y,z) Di] V TEMPI 和 W lese 张 成 的 TR? HTZ EC, yz) 
在 z 轴 和 圆周 {zx? 十 y — 1. > 一 0) 上 时 是 一 维 的 ,而 其 他 时 候 是 
二 维 的 。 不 难 验证 ,一 切 二 维 积分 子 流 形 都 是 环 面 , 即 

Elz, yz) = (x 十 y) Cr? +y +z +1)=c, c2 
实际 上 ,由 于 

d&(V) —V(2 =0, dé(W) = WwW) 一 0 

因此 由 命题 5. 6 知 ,只 要 & 的 梯度 不 全 为 零 ,V 和 W 均 与 & 的 每 个 
水 平 集 相 切 。 

定义 5.22 (1) 一 个 可 积 向 量 场 徐 {Vi o VO 叫做 是 半 正 
则 的 ,如 果 {V |;,…,V, |:} 张 成 的 子 空间 的 维 数 不 随 x 改 变 ,此 时 
所 有 积分 子 流 形 的 维 数 均 相 同 。 
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(2) WIR (V, ，…,V,} 是 半 正 则 的 可 积 向 量 场 簇 ,而 且 对 每 个 
x € M 都 存在 任意 小 邻 域 0 ,使 得 每 个 最 大 积分 子 流 形 与 U 的 交 
集 是 弧 连 通 子 集 , 则 称 该 向 量 场 徐 是 正则 的 。 

半 正 则 性 是 一 种 局 部 性 质 , 它 可 用 坐标 来 导出 ,而 正则 性 则 依 
赖 于 向 量 场 簇 的 全 局 结构 ,如 果 没 有 明显 找 出 积分 子 流 形 是 很 难 
验证 的 。 

任何 一 个 半 正 则 向 量 场 复 都 可 以 通过 限制 在 M 的 适当 小 开 
子 集 上 而 成 为 正则 的 。 例如, 例 5.14 中 的 向 量 场 簇 在 开 子 集 
R'N(x-—y—0)U(G-c-y-21.z-—0D0 上 是 正则 的 。 

对 于 半 正 则 向 量 场 艇 ,Frobenius 定理 实际 上 给 出 了 一 种 通过 
适当 选择 局 部 坐标 来 平滑 (flattening out) 积分 子 流 形 的 方法 , 正 
如 命题 5. 2 对 单个 向 量 场 的 积分 曲线 的 作用 一 样 。 

定理 5.11 设 {Vi,…,V,) 是 一 个 可 积 向 量 场 艇 ,使 得 TM |. 
的 子 空间 span(V, |... V, 1.) 的 维 数 是 与 x € M 无关 的 常数 ;， 
那么 对 每 个 x。E€ M, FE xo 附近 的 平坦 局 部 坐标 y — (lus 
X") ,使 得 积分 子 流 形 与 这 个 坐标 卡 的 交集 是 一 些 片 (slices){y | 
y 一 cm 一 cm) 其 中 ,cc 是 任意 常数 。 此 外 , 若 向 
量 场 艇 还 是 正则 的 ,那么 可 以 选择 上 述 坐 标 卡 使 得 每 个 积分 子 流 
形 至 多 与 它 相 交 于 一 片 。 

对 于 例 5.14 中 的 向 量 场 簇 ,在 z。 关 0 且 不 在 z 轴 上 的 任 一 点 
zo » yo szo) 附近 ,平坦 局 部 坐标 由 守 二 x， 二 y = 6G y Hh 
出 , 环 面 {z — 常数 ) 的 切 空间 由 下 面 的 向 量 场所 张 成 ， 

ə a_l +y —z —1)3Ə3 


OX Or 2z(z2 -+ y!) Əz 
o 9 ya +y — z —1) 3 
Gy Oy 2z(? + y) Oz 


注意 ， las: as | vw 都 张 出 TR? 在 (z,y,z) 处 的 同一 个 子 空 
li] rh eG? -- y^) 天 0, 因 此 确实 局 部 地 平滑 了 例 5. 14 中 的 环 面 。 
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55 流 形 上 的 微分 方程 及 其 解法 


5.5.1 流 形 上 的 微分 方程 
下 面 讨 论 R Ba—m!EMTAGE: 


M = {x:g(x) = 0} (5. 57) 
(g:R" -> R”) 上 的 微分 方程 为 
x= f(x), x (5. 58) 


它 具有 性 质 :x。E€E M, HHFA W BA xa) € M。 也 就 是 说 ， 
g(x) 是 通常 意义 下 的 微分 方程 的 一 个 不 变量 。 需 要 说 明 的 是 ,这 
里 是 一 弱 不 变量 , 即 对 于 所 有 x € M, 满 足 g(x) — 0, 或 者 等 价 地 
表示 为 g(x)f(x) = 0. 而 对 于 所 有 x € R, 满足 g(x) = 
0(g/ GO f GO — 0) 时 , 称 其 为 强 不 变量 。 

定理 5.12 设 M 是 R" 中 的 子 流 形 ,问题 x = f(x) 是 流 形 M 
上 的 微分 方程 的 充 要 条 件 是 :对 于 所 有 的 x € M, 有 

fx) € T,M (5. 59) 

WA ”根据 切 空间 T.M 的 定义 ,必要 性 是 显然 的 。 因 为 流 形 
上 微分 方程 的 精确 解 一 定 在 流 形 上 ,并 且 有 S € T.M 作为 其 
导数 。 

要 证 明 其 充分 性 ,假设 式 (5. 59) 及 流 形 M 在 x。 的 某 邻 域 可 以 
同 式 (5. 11) 一 样 局 部 参数 化 表示 为 x = y(z) ,我 们 设法 把 x = 
S), x(to) = xo = ylzo) 的 解 表示 为 x(2) = pa) AA z) 
满足 


P az = f(yz)) (5. 60) 
根据 式 (5. 59) 的 假设 ,不 难 导出 
z = JG) f(yz)) (5.61) 


式 中 ,4 = (ATATA 表示 列 满 秩 和 矩阵 4 KLAE, S 
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z(0) 二 0, 根据 常 微分 方程 存在 性 惟一 性 定理 , 式 (5. 61) 的 解 是 
存在 的 ,因此 ,x(z) = PA) 就 是 微分 方程 x = fa, xta) 一 
xo 的 解 . 即 解 x(z) € M, 


5.5.2 投影 方法 


求解 流 形 上 的 微分 方程 的 一 个 非常 有 效 的 办 法 是 采用 投影 技 
RO! .假设 已 经 获得 x, € M. GRIS xa € M ,标准 的 投影 方法 需 
要 的 两 个 步骤 就 是 :用 任意 的 之 阶 一 步 方 法 到 ,来 求解 通常 意义 下 
的 微分 方程 x — fxz) ,得 到 % = B(x,); 而 后 把 各 投影 到 流 
É M 上 获得 xs 。 因 为 x, E M, PEA Zma 到 流 形 M 的 距离 同 局 部 
RE Oh ) ,因此 所 作 的 投影 处 理 不 会 破坏 方法 的 收敛 性 。 

要 计算 xmi ,必须 考虑 约束 最 小 化 问题 , 即 

| xs — Ti | — min (5. 62) 
并 满足 
gx,2-0 (5.63) 
为 此 , 通常 都 引入 Lagrange € T A — (7,07, HR IE 
Lagrange 国 数 , 即 


DG, -—lxa-—Xalt*/2— g (X,4)4À (5. 64) 
HUER- — 0, 即 可 导出 
X m+ 
Xaa = Xa 十 (8 Ga 007A (5. 65) 
gx4)-—0 (5. 66) 


为 了 减少 计算 量 ,在 式 (5.65) PE g GO 中 的 xa RRT a ,把 
式 (5.65) 代入 式 (5. 66) 就 得 到 一 关于 42 的 非 线 性 方程 ,当然 可 以 
用 简单 的 Newton 迭代 方法 求解 ,可 得 
Ami = A: + Ah; (5.67) 
式 中 
AÀ; —— (g Gia (Gg! Ea DDD g na 十 (8 a) TAD 
(5. 68) 
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通常 选取 A. = 0, 则 其 增 量 Ah 为 Oh), 
5.5.3 流 形 上 基于 局 部 坐标 的 数值 方法 


从 5.5.1 节 流 形 上 的 微分 方程 的 参数 化 表示 可 以 得 到 启发 ， 
本 节 讲 述 在 流 形 的 参数 空间 进行 积分 来 求解 流 形 上 的 微分 方程 ， 
并 给 出 流 形 上 基于 局 部 坐标 的 数值 方法 。 
假设 x, € M.m y Æ M 的 一 个 局 部 参数 化 映射 ,满足 x. 
VG, ,那么 ,可 以 如 下 定义 一 个 单 步 方法 : 
CO 用 任意 数值 方法 D, 求解 微分 方程 式 (5. 61) ,得 到 xn 
Di Cz,); 
(2) 用 xs = pm) 来 求 原 问题 的 数值 解 。 
应 当 指 出 ,参数 化 映射 x — y(z) 可 以 在 每 一 步 进行 调整 或 改 
变 , 而 且 , 局 部 坐标 有 多 种 选择 。 
【 例 5.15】 考虑 单 摆 方 程 , 即 
q —p bh =y 
q = pz» p: =— l> gp 
式 中 ,py = Cpi tpa) Ci d 9 AE AA 71 E TE E E A 
M = {(gi,q2 pispe) | Pi +p = l, qhi tap: 一 0) 
当然 有 多 种 局 部 坐标 可 以 选择 ,一 个 标准 的 参数 化 方法 为 


il 


il 


qı = Sina, qs =— cosa, fi 一 «cosa, p; = wsina 
在 新 坐标 系 (a,w) 下 , 原 问 题 简 单 地 变 为 
a 一 ww，w 一 一 sina 


通常 采用 如 下 的 两 种 参数 化 方法 。 

(1) 广义 坐标 分 解 方 法 (generalized coordinate partitioning) 。 
假设 微分 流 形 M 由 式 (5. 57) 给 出 ,并 设 g:R" -> R” 的 Jacobi 和 矩阵 
在 x 二 a 具有 满 秩 m ,那么 ,可 以 找到 一 种 分 解 x — Gn x0 ,满足 


是 可 道 的 ,因此 可 以 选取 x 来 作 局 部 坐标 ,那么 参数 化 映射 
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x= ga) 即 为 :2 = z, x Js CO ,其 中 的 Wo GO HB BER SC ga, 
do GOD = 0 惟一 确定 。 

(2) 常用 的 参数 化 方法 为 切 空间 参数 化 方法 。 设 微分 流 形 M 
由 式 (5.57) 给 出 ,由 流 形 上 4a 点 处 的 切 空间 T。M 的 正 交 基 构 成 矩 
EE 8。 那 么 考虑 其 参数 化 映射 , 即 

d. G2) = a +Q +g (a) uCz) (5. 69) 
其 中 ,u(z) 由 gC COD = 0 确定。 将 式 (5.69) 进行 微分 ,可 得 
(Q--g'(a)u(z)z—x-fGOof(g D (5.70) 
因为 ,CTrO = Li H.g' (Q9 — 0, 从 而 式 (5. 700 等 价 于 如 下 微分 
AH. 
z = Q' fius» (5. 71) 
它 对 应 于 式 (5. 61) 。 


56 AQ 


如 果 G 是 一 个 李 群 ,那么 在 G 上 就 存在 某 些 特别 的 向 量 场 , 它 
们 由 群 作 用 下 的 不 变性 来 刻画 .下 面 将 看 到 ,这 些 不 变 向 量 场 形成 
一 个 有 限 维 向 量 空间 , 称 为 G 的 李 代 数 。 精 确 地 说 , 李 代 数 实际 上 
是 G 的 无 穷 小 生成 元 ,实际 上 ,G 里 的 几乎 所 有 信息 都 包含 在 它 的 
李 代 数 中 ,利用 这 一 基本 事实 ,使 我 们 能 够 将 在 群 作用 下 不 变 的 、 
复杂 的 非 线 性 条 件 用 相对 简单 的 线性 无 穷 小 条 件 代替 。 这 一 方法 
是 非常 重要 的 ,在 李 群 对 微分 方程 的 应 用 中 ,几乎 所 有 领域 最 终 都 
归结 到 李 代数 的 构造 上 。 

定义 5.23 设 G 是 一 个 李 群 , 则 

OD 对 任意 g € G, 定 义 右 乘积 变换 Re :G 一 G 为 

R, h) =heg (5.72) 

R, 是 一 个 微分 同 胚 ,其 逆 为 Ros = (0875 

(2) 设 V 是 G 上 的 向 量 场 ,对 于 一 切 gh EG WR 
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dR,CV |a) =V [nao =V |. (5. 73) 
则 称 Y 是 右 不 变 的 。 
注意 ,如 果 V,W 是 右 不 变 的 ,那么 它们 的 任意 线性 组 合 也 是 
右 不 变 的 ,因此 所 有 右 不 变 向 量 场 形成 一 个 向 量 空 间 。 
定义 5.24 李 群 G 的 李 代数 就 是 C 上 的 一 切 右 不 变 向 量 场 
组 成 的 向 量 空间 ,G 的 李 代 数 用 g 表示 。 
命题 5.7 G 上 的 任 一 个 右 不 变 向 量 场 由 它 在 单位 元 的 值 惟 
一 确定 。 
证 明  XPVJÉG 上 的 右 不 变 向 量 场 , 取 任意 oE G, 由 于 
R,CoO = p FF VA 
V |, = dR,(V |.) (5.74) 
反之 ,在 G 的 单位 元 e 处 的 任 一 切 向 量 , 通 过 式 (5. 74) 惟一 确 
定 一 个 G 上 的 右 不 变 向 量 场 。 实 际 上 
dR,(V |a) = dR, (dR, (V |.)) = 
dCR, © R,XC. |D = dRiolV 12 — V lis 
从 而 Y 是 右 不 变 的 。 
利用 这 个 命题 ,可 把 G 的 李 代 数 g 和 G 在 单位 元 处 的 切 空间 
TG |. 视 为 等 同 的 , 即 
9 全 To | (5. 75) 
由 式 (5.75) 可 知 ,g 是 与 G 具有 相同 维 数 的 有 限 维 向 量 空间 。 
上 述 李 群 G 的 李 代数 9 除 也 具有 向 量 空间 结构 外 ,还 具有 一 
种 重要 的 反对 称 双 线性 运算 性 质 , 即 李 括号 运算 ,事实 上 , 若 
VWE 9, 则 由 于 
dR,[V,W] = [dR, (V), dR,CQW) ] = [V,W] 
因此 [V,WJje g. 
以 下 引入 一 般 的 李 代 数 定义 。 
定义 5.25 ” 李 代 数 就 是 这 样 一 个 向 量 空间 g, 它 的 元 素 之 间 
存在 一 种 称 为 李 括号 的 双 线 性 运算 :[,]:gX9g 一 9, 对 于 一 切口 ， 
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V,V',W,W € g, 满 足下 面 几 条 性 质 .: 


d) 双 线 性 : 
[cV +c V WwW] = c[V,W] +c IV Ww] 
及 [V,cy +c w] vm c[LV.W] 4 ce[DV.w'] 


其 中 ,c,c € R 为 常数 。 
(2) 反对 称 性 : 
[v.w] —— [WV] 
(3) Jacobi 恒等式 : 
[LU .LV.W]] 4-LEW, [U.V]] - LV. [W,U]] = 0 
【 例 5. 16】 如 果 G 二 R, 则 除 相 差 常 数 倍 以 外 ,只 存在 一 个 右 


不 变 向 量 场 , 即 o. = 之. 


实际 上 , 任 取 zx,y € R, R, (x) = x y Bil dR,(9;) = 3z- 

类 似 地 ,如 果 G = R* , 则 惟一 的 独立 右 不 变 向 量 场 是 x9,。 

对 于 G = SO(2) ,9s 是 仅 有 的 独立 右 不 变 向 量 场 。 

注意 ,R,R+ 和 SOC2 的 李 代 数 都 是 同一 个 一 维 的 具有 平凡 
李 括 号 (对 于 一 切 Y ,WE g [VW] — 0o 的 向 量 空间 。 根 据 定 义 不 
难 验证 ,只 存在 一 个 一 维 李 代数 , 即 g 二 R, 它 必然 有 平凡 李 插 号 。 

【 例 5.17】 计算 一 般 线性 群 GL G0 的 李 代 数 。 

H F GL (n) 是 ww 维 的 ,可 以 把 它 的 李 代数 gl (n) 全 R” 与 一 
YJ n Xn 和 矩阵 组 成 的 空间 视 为 同一 ,实际 上 ,GL (n) 上 的 坐标 可 以 
由 和 矩阵 的 元 素 c4 (i,j 二 1,…,n) 来 确定 ,所 以 GL (n) 在 单位 元 处 
的 切 空 间 就 是 所 有 如 下 向 量 场 的 集合 : 

Va li 一 21^ as 


ij-1 


式 中 ,4 p (a5) 是 任意 nXn 和 矩阵 ,现在 给 定 Y — Cy;) € GL (n), 


I 


MERE R (X) = XY TRH D) xay 。 所 以 ,根据 式 (5.74) 可 得 
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Va, ly = dR CV, |) = 
2- 
之 »» Or; (Panym rv S Br. 


XPFX€GLGO ,有 


Va |x 一 DN (5.76) 
ij k Oz 
因此 
[V4 Va] = a 5 fa T (Dax ) 一 bx 9 (aaa; ) 2 = 
5 Ip-^ im ES 2 p~ pm or j ar; 


DLE ban — arba) |y Am 一 
Vra,a] 
式 中 ,[4,B] = BA 一 AB 是 矩阵 交换 子 。 所 以 ,GL G0. 的 李 代 数 
gl C) 就 是 所 有 n Xn 和 矩阵 的 室 间 , 李 括 号 就 是 矩阵 交换 子 。 
下 面 的 结果 说 明 , 在 G 的 (连通 ) 单 参数 子 群 和 9 的 一 维 子 空 
间 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 。 
命题 5.8 若 V 关 0 是 李 群 G 上 的 右 不 变 向 量 场 ,那么 V 生 成 
的 过 单位 元 的 流 为 
g. = exp(tV)e (5. 77) 
对 一 切 1: € R 有 定义 ,并 且 形 成 G 的 满足 以 下 条 件 的 单 参数 子 
群 , 即 
Eus = Be? Eso Bo = es Bi = Ba (5. 78) 
它 同 构 于 RR 或 圆周 群 SOC(2) .反之 ,G 的 任何 连通 一 维 子 群 都 按 上 
述 方式 由 右 不 变 向 量 场 生成 。 
【 例 5.18】 G = GL(n) 和 9g = gl(n) 如 例 5.16 定义。 如 果 
A € gL(n), 则 对 应 的 右 不 变 向 量 场 V。 由 式 (5.76) 定义 , 单 参数 
子 群 exp(tVaA)e 可 以 通过 求解 n? 个 常 微分 方程 组 


dz; 


E = Mass (0) = 0 ij m lem sn (5.79) 
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来 确定 ,其 解 恰 为 矩阵 指数 X (OO. = e^, ERE GL GO 的 由 gl G0 中 
的 矩阵 A 生成 的 单 参数 子 群 。 
【 例 5. 19】 对 于 环 面 T? ,考虑 如 下 定义 的 群 运算 : 
(0.p) ° (0 ,0) = (8-- € p +p ) mod2x 


BAT 的 李 代数 由 右 不 变 向 量 场 总 d 张 成 ,相应 的 李 括号 为 


平凡 括号 :[3o,3,] — 0E XX o € R4 V, — 6 十 wB,。 那 么 相应 
的 单 参数 子 群 为 
expGV,)(0,0) = (t,tw)mod2x, tE R 

这 正好 是 定义 5.9 后 面 讨论 过 的 子 群 甩 , .特别 地 , 当 w 为 有 理 数 
时 ,五 。 是 同 构 于 SO(2) 的 闭 的 单 参数 子 群 ,而 当 o 为 无 理 数 时 ， 
H, 是 同 构 于 R 的 稠 子 群 . 这 表明 , 仅 从 无 穷 小 生成 元 的 知识 一 般 
很 难 指出 相应 的 单 参 数 子 群 的 准确 特征 。 

3EX 5.26 李 代 数 g 的 子 代 数 是 一 个 关于 李 括 号 封闭 的 向 量 
子 空间 y, 即 对 任何 V,W € mw 有 [V,Wj € s. 

定理 5.13 若 C 为 李 群 ,9 为 它 的 李 代 数 。 如 果 互 CG 是 李子 
群 ,那么 它 的 李 代数 是 o 的 子 代数 。 反 之 ,如 果 7 是 9 的 任 一 个 s 维 
子 代数 ,那么 存在 G 的 惟一 的 连通 * SAETH, E EH 的 李 
代数 。 

定理 5. 13 大 大 简化 了 一 般 线 性 群 GL G0. 的 李子 群 的 李 代数 
的 计算 。 实 际 上 如 果 H C- GL G0. 是 子 群 ,那么 它 的 李 代 数 7 就 是 
一 切 n Xn 矩阵 构成 的 李 代 数 gl!(z) 的 一 个 子 代 数 , 抢 阵 交 换 子 为 
其 李 插 号 ,此 外 ,只 要 考察 一 下 GL (n) 的 包含 在 H 中 的 一 切 单 参 
数 子 群 7 一 (A € gl(n):e* € H, t € R) ,就 能 发 现 7 与 TH |. 
同 构 。 

例如 , 为 求 得 正 交 群 OGO 的 李 代 数 , 需 找 出 一 切 使 得 
(es)(es)7 = ER n Xn 和 矩阵 ,对 t 微 分 并 令 t = 0, 则 得 A 十 47 = 
0. 所 以 SOC) = {4:4 是 反对 称 矩 阵 } ,同时 是 O(n) 和 SO(n) 的 


152 非 线性 动力 学 系统 的 几何 积分 理论 及 应 用 


李 代 数 。 其 他 和 矩 阵 李 群 的 李 代 数 可 以 类 似 求 得 。 

定理 5.14 设 g 是 有 限 维 李 代数 , 则 存在 惟一 一 个 单 连 通 李 
群 G* ,以 g 为 其 李 代数 .此 外 ,如 果 G 是 另 一 个 以 g 为 其 李 代数 的 
连通 李 群 , 则 x:G* 一 G 是 G 的 单 连通 李 覆 盖 群 ( 即 x 是 群 同 态 , 而 
G' 和 G 是 局 部 同 构 李 群 )。 

下 面 引入 指数 映射 的 概念 。 

定义 5.27 设 G 为 李 群 ,V 为 其 上 的 向 量 场 . 在 V 生 成 的 单 参 
数 子 群 中 令 t= 1, 得 到 的 映射 exp:g >G. 


exp(V) = exp(V)e (5. 80) 
称 为 指数 映射 。 
不 难 证 明 ,指数 映射 在 0 处 的 微分 是 恒 同 映射 , 即 
dexp: Tg |o =g > TG |. =g (5.81) 


于 是 ,根据 反 函 数 定理 ,exp 确定 了 一 个 从 9 到 G 的 单位 元 的 
邻 域 的 局 部 微分 同 胚 ,因此 ,每 个 充分 靠近 单位 元 的 群 元 素 都 可 以 
写成 指数 形式 , 即 g= exp(Y)，VY € 9 为 某 个 向 量 。 
利用 命题 5. 1, 总 可 以 把 任 一 群 元 素 e 写 为 有 限 个 指数 的 
积 , 即 
g = exp(Vi)exp(V;) s expC(CV,) 
式 中 ,Yi V, € g, 这 一 事实 的 重要 推论 是 :为 了 证 明 某 个 对 象 
在 整个 李 群 下 的 不 变性 ,只 须 证 明 在 G 的 单 参数 子 群 下 的 不 变性 。 
通过 g 中 对 应 的 无 穷 小 生成 元 下 的 无 穷 小 不 变性 又 可 证 明 后 一 
结论 。 
下 面 讨论 局 部 李 群 。 
考虑 一 个 局 部 李 群 V CR , mx, y) 为 群 运算 。 对 应 的 右 平移 
R,:V >R 为 R,(x) 二 mlx,y)。 只 要 x,y 和 m《x,y) 在 V 中 ,V 上 
的 向 量 场 V 为 右 不 变 的 充分 必要 条 件 为 
dR, (V |:) =V Ig — V loc» (5. 82) 
与 全 局 李 群 的 情况 一 样 ,容易 证 明 右 不 变 向 量 场 都 可 以 由 它 在 原 
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点 (单位 元 ) 处 的 值 惟一 确定 , 即 
V |. = dR.CV |) (5. 83) 
因此 ,局 部 李 群 V 的 李 代 数 作为 V 上 的 右 不 变 向 量 场 的 空间 是 一 
个 -~ 维 向 量 空间 。 实 际 上 ,我 们 可 以 从 群 运算 公式 直接 确定 9。 
命题 5.9 设 V CR 是 一 个 局 部 李 群 ,其 群 运算 为 m(x,y)， 
XxX,y 己 V。, 那 么 V 上 的 右 不 变 向 量 场 的 李 代 数 由 下 列 向 量 场 张 成 : 


I) 
ox! 


V, = Dä) kd, (5. 84) 
i=l 


式 中 ,名 (x) = 2n (0.30 , 3E E m 是 m 的 第 i 个 分 量 , -3; 是 对 
a Or 
mx, y) 中 第 7 个 变量 求 导 , 然 后 在 x = 0, y= x 取 值 。 
证 明 HFR, (x) 二 m(x,y), 有 


dR, (2t 5)= co an 0.» -2 
从 而 只 要 证 明 总 (0) — o; . Bp 
az (0,0) = p ae 
ox 0, iz 
但 这 可 以 由 m(x,0) = x 为 恒 同 映射 直接 推出 。 
[5|]5.20] 考虑 局 部 李 群 V = (zlzl<1l1) CR, 


TREE D: iy Ee 


它 的 李 代 数 g 是 一 维 的 ,由 向 量 场 £69. 张 成 ,根据 式 (5. 84) ,有 
Elz) = een y = (x— 1) 
ox 
因此 ,VV = (zx 一 1):93, 是 V 上 惟一 的 独立 右 不 变 向 量 场 。 
F g 是 一 个 有 限 维 李 代 数 , 则 根据 定理 5. 14,9 是 某 个 李 群 G 


的 李 代 数 。 如 果 设 想 {V1,…,V,) 是 g 的 一 组 基 , 那 么 就 存在 一 组 常 
Hc. i.j.k T 1,…,r, 使 得 
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[V;,V;] 一 DE VU isj E l.*r C5. 85) 
k=1 


由 于 李 括 号 还 满足 反对 称 性 和 Jacobi 恒等式 ,因此 不 难 验 证 心 还 
必须 满足 下 面 的 限制 条 件 : 
OD 反对 称 性 : 
e = chs ijik = 1,2 esr (5. 86) 
(2) Jacobi 恒等式 : 


r 

k k k evo -— 
S (heh +F cich + cicu) = 0, ij.,m = l1,2,-,r 
k=l 


(5. 87) 
由 于 Vi(i = 1,0 构成 一 组 基 , 如 果 我 们 知道 cho 利用 
式 (5. 85) 和 李 括 号 的 双 线 性 即 可 重新 构造 出 李 代数 9 来 .因此 称 
满足 条 件 即 式 (5. 86) MRG. 87) 的 常数 组 c 为 李 代 数 9 的 结构 
常数 。 反 之 ,不 难 证 明 ,任意 一 组 满足 式 (5. 860 和 式 (5. 87) 的 常数 
cj 都 是 某 个 李 代数 的 结构 常数 。 
如 果 选 取 9 的 另 一 组 基 V. 为 


V, = = Xv j» dde. 
RH, ERE Ca) 可 逆 ， ENA 的 结构 常数 为 


=- 5 asd mb Ch (5. 88) 


l,m,n—l 


A, O) 是 (az ) WEER., 

因此 ,两 组 结构 常数 确定 同一 个 李 代数 的 充分 必要 条 件 是 : 存 
在 矩阵 (ay ) ,使 它们 满足 式 (5. 88) 。 于 是 由 定理 5.14 可 见 , 在 连通 
李 群 的 李 代数 和 满足 式 (5. 86) 和 式 (5. 87) 的 结构 常数 的 等 价 类 
之 间 存 在 一 一 对 应 。 所 以 ,可 以 通过 研究 代数 方程 式 (5. 86) 和 式 
(5. 87) 来 研究 有 限 维 李 代 数 的 性 质 ,当然 这 并 不 能 代替 整个 李 群 
理论 。 
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展示 一 个 李 代数 的 结构 ,最 方便 的 方法 是 用 交换 子 表 。 如 采 g 
是 一 个 ~ 维 李 代数 ,Vi ，,…,V, 是 它们 的 一 组 基 , 那 么 9 的 交换 子 表 
就 是 一 个 r+Xr 表 格 , 第 (i,j) 个 元 素 就 表示 李 括 号 LV;,V;j]。 由 于 李 
括号 是 反对 称 的 ,交换 子 表 也 是 反对 称 的 ,特别 是 对 角 线 上 的 元 素 
为 0. 有 了 交换 子 表 , 结构 常数 就 可 以 很 方便 地 从 交换 子 表 中 读 
出 , 即 c 就 是 交换 子 表 中 第 (i,j) TOUR HL V, 的 系数 。 

以 特殊 线性 群 SL (2) 的 李 代数 g = %(2) 为 例 说 明 交 换 子 表 
的 表示 法 ,此 时 9 由 迹 为 零 的 2 X 2 矩阵 全 体 组 成 , 取 一 组 基 为 


b: dg 


0 1 D 0 0 
ene asg 
0 0 g 1 0 


那么 相应 的 交换 子 表 见 表 5.1. 
表 5.1 交换 子 


例如 ,从 表 中 可 知 [LA4， ,43] = AA, —A Á; =— 2A, 等 .结构 常 
数 是 cls = 0 1 —— 608 = 二 一 cz i 二 一 2 一 一 人, 其 他 上 TS. 

下 面 简要 地 介绍 无 穷 小 群 作用 。 

设 G 是 作用 在 流 形 M 上 的 局 部 变换 群 , 即 

g*x-— V(g,x)., x) EUCGXM 

那么 相应 地 ,存在 G 的 李 代 数 g YE M 上 的 无 穷 小 作用 ,换言之 ,如 
JV Eg, 则 定义 y(tV) 是 M 上 的 这 样 一 个 向 量 场 ,其 确定 的 流 与 G 
的 单 参数 子 群 expGVO 在 M. 上 的 作用 重合 , 即 对 x € M. 9 OD 满 
REA. 
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YW | S| wexplV) ,x) = dw. |,) (5.89) 


AF, P) m 殉 (g,x)。 进 一 步 注意 到 ,由 于 在 有 定义 的 地 方 ,有 
如 下 等 式 成 立 : 
P, Re(h) = V(h » g,x) = W(h,g » x) = WV.) 
(5. 90) 
从 而 对 任意 gE G8 
dP, (V |j = dw,.( |e) = ACV) lu. (5.91) 
由 李 括 号 的 性 质 即 式 (5. 51) 可 知 ,y 是 g 到 M 上 的 向 量 场 的 李 代 
数 的 一 个 李 代 数 同 态 , 即 
CAV), OD] = «(V,WD, V.Weg (5. 92) 
所 以 ,一 切 与 YE 9 对 应 的 向 量 场 %Y) 组 成 的 集合 形成 M 上 的 向 
量 场 的 一 个 李 代数 , 它 与 g9 同 构 ; 特 别 是 具有 与 g 相 同 的 结构 常数 。 
反之 给 定 M 上 一 个 有 限 维 向 量 场 李 代 数 , 总 存在 一 个 局 部 变换 
群 , 其 无 穷 小 作用 由 已 知 李 代数 生成 .因此 有 下 面 的 定理 。 
定理 5.15 设 W,,…,W, 是 流 形 M 上 的 满足 如 下 关系 的 向 
RH.: 


[W wW] = D hW, ij =l pr 
k=1 


式 中 ,cs 是 常数 ,那么 存在 一 个 李 群 C, 其 李 代 数 以 c 为 相对 于 某 
2H3& Vi, V. 的 结构 常数 ,并 且 GEM 上 的 局 部 群 作 用 使 得 
(OD 二 Wi, i 二 1,…,r,y 由 式 (5.89) 定义 。 

通常 ,忽略 对 映射 p 的 明显 依赖 , 而 把 李 代 数 g 和 它 的 像 
ylg) 视 为 等 同 。 这 样 , 通过 下 面 的 公式 从 群 变换 可 以 重新 得 到 
g, 即 


zz de 
dig m 


9 中 的 向 量 场 V 叫做 G 的 群 作用 的 一 个 无 穷 小 生成 元 。 定 理 5. 15 


expGV)x, Vcg (5. 93) 
0 
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表明 ,只 要 已 知 形成 一 个 李 代 数 的 基 的 无 穷 小 生成 元 WW, 
那么 总 能 通过 取 指 数 求 得 一 个 局 部 变换 群 , 其 李 代 数 与 已 知 李 代 
数 相 同 。 

[515.21] 若 把 微分 同 胚 的 李 代 数 视 为 相同 的 李 代 数 , 则 李 
曾经 证 明 , 实 直线 M = R 上 的 向 量 场 恰 好 存在 三 个 有 限 维 李 代 
数 ,它们 是 : 

(D 由 3; 张 成 的 李 代 数 , 生 成 R 在 M 上 的 作用 是 单 参数 平移 
变换 群 :TX 一 工 十 t。 

(2) 由 8, ^l xo. 张 成 的 二 维 李 代数 ,第 二 个 向 量 场 产生 伸缩 
变换 群 :x 一 Xzr。 由 于 [3,, ra] — 8, ,这 个 李 代数 同 构 于 下 面 两 个 
和 矩阵 张 成 的 2 x 2 矩阵 李 代 数 , 即 

0 1 1 0 
Ds osi 
这 个 李 代 数 产 生 的 李 群 由 一 切 形式 如 下 的 上 三 角 和 矩阵 构成 : 
a p 
A = | d a 20 
在 R 上 的 相应 群 作用 是 x 一 az d p. 

(3) Hi V; — a V; — x0, 和 Vs = zx?9, 张 成 的 三 维 李 代数 。 

第 三 个 向 量 场 生 成 局 部 反 演 变换 群 , 即 


x 


E [rper 


di l— tir’ x 
这 个 三 维 李 代 数 的 交换 子 表 见 表 5.2. 
表 5.2 交换 子 
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如 果 用 一 V: =— r3, 替换 V: ,可 得 与 李 代 数 SL(2) 相同 的 交换 子 
表 ,SL(2) 的 基 为 


于 是 存在 特殊 线性 群 SL(2) 在 直线 上 的 一 个 局 部 作用 ,以 3.，zD。 
和 — x^8. 为 无 穷 小 生成 元 。 不 难看 出 这 个 群 作用 恰 为 射影 群 , 即 
Eg [eso 

下 面 简单 介绍 关于 李 代 数 分 类 的 一 些 结果 ,它们 在 实际 应 用 
中 可 以 使 问题 得 到 很 大 简化 。 

从 前 面 叙述 可 知 , 李 代数 完全 由 它 的 结构 常数 确定 ,两 组 结构 
常数 确定 同一 个 李 代数 的 充分 必要 条 件 是 存在 矩阵 (ay ) ,使 它们 
满足 公式 (5. 88) .这 样 李 代数 的 分 类 问题 就 转化 为 相应 结构 常数 
的 分 类 化 简 问题 了 。 | 

设 工 是 一 个 三 维 李 代数 ,Vi ,Vs ,Vs 是 它 的 一 组 基 。 工 中 的 李 括 
号 相对 于 这 组 基 确 定 出 的 结构 常数 cf 由 下 式 定义 : 


3 
[Vi Vj] = 32d Vs. dd = 1,2,3 (5. 94) 
k=1 


cb 满足 限制 条 件 即 式 (5. 86) 和 式 (5. 87) 。 

现在 ,希望 能 通过 适当 选取 一 组 Vi,V;,V; , 使 得 相应 的 结构 
常数 张 量 (c# ) 最 简单 .从 式 (5. 86) 可 知 , 工 中 的 李 括 号 运算 由 9 个 
常数 EGI) 确定 。 考 虑 下 面 的 以 a azsa; TIO 一 久 (1 = 
1,2,3) 为 未 知 量 的 9 个 线性 方程 , 即 


3 
ct z—— S enb” + ja; — ða; (5. 95) 
reri 
式 中 ,6 为 Kronecker 符号 , 即 6: — 1, 8; = 0C Æj) m 
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—4—1, AGj,.D 为 奇 置换 
0， XG, j D 中 有 重复 指标 
方程 组 式 (5. 95) 总 是 存在 实数 解 al ,az ,as WMO = b*,k,l=1,2, 
3, 因 为 容易 验证 系数 行列 式 不 为 零 。 这 样 通过 式 (5.95) 可 以 把 原 
来 的 9 个 独立 结构 常数 必 (i < 7) 用 对 称 和 矩阵 B — (O9) 和 向 量 
a= (a) 重新 表示 。 这 种 表示 的 好 处 在 于 , 当 用 式 (5.95) 的 等 号 
右 端 代 和 人 条 件 式 (5. 87) 后 ,不 难得 出 a;, 多 满足 的 相应 条 件 为 


f 当 (i,j,7) 为 偶数 置换 
Eji 一 


3 
Dba; =0, i=1,2,3 (5. 96) 
j=1 


或 Ba — 0 

3X C5. 96) 表明 a 或 是 零 向 量 或 是 对 称 和 矩阵 B 的 对 应 于 零 特 征 
值 的 特征 向 量 。 如 果 选 取 李 代数 工 的 另 一 组 基 名 ,多 V. ENS 
原来 的 基 满 足 变换 关系 


3 
Vo MV i= 1,2,8 (5. 97) 
j=l 
式 中 ,和 矩阵 了 = G;) 是 可 道 的 .新 的 结构 常数 为 
3 
cs > Lat jmT nkC bm (5. 98) 


tm.n=1 


RPT? = (zy) 是 工 的 递 矩阵 。 在 变换 式 (5. 97) FRC. 96) 变 为 
S djre0s i=1,2,3 (5. 99) 


或 记 作 Dr = 0 (5. 100) 
式 中 ,D = (dj) = TBT", r= Ta = (r). 
H F B AITEK RE , n] E S4 ve BUE AB E T44 TBT? 为 对 
ff 5B PE , 即 
D = TBT = diag(5? ) (5. 101) 
H Ta = (a,0,0) (5. 102) 
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在 这 种 选择 下 , 式 (5. 99) 进一步 简化 为 
ba=0， B] bU-—0266a-—0 (5. 103) 

总 之 , 当 取 正 交 变 换 式 (5.97) 满足 条 件 式 (5. 101) MAG. 102) 
时 ,在 新 基 名, 包 ,如 下 , 李 括 号 为 

CV] = aV + 6 v, 

[V, ,V,] — 0 名 

Co, V] = b? v, — aV, 
其 交换 子 表 见 表 5.3. 


表 5.3 交换 子 


在 前 面 讨论 的 基础 上 ,可 以 直接 从 上 面 表格 出 发 得 出 三 维 李 
代数 的 分 类 。 上 面 的 表格 实际 上 仅 含 三 个 独立 参数 ,通过 适当 变 
换 , 可 将 某 个 非 零 参 数 化 为 1。 这 样 , 可 根据 剩余 的 参数 将 三 维 李 
代数 分 为 11 个 等 价 类 , 见 表 5. 4。 

表 5.4 三 维 李 代数 分 类 


X(a—- 1) 
X (az: D 
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注意 第 I 类 李 代 数 是 三 维 平移 群 的 李 代 数 ,而 第 V 类 是 
SO(3,R) 的 李 代 数 。 


5.7 本章 小 结 


本 章 主要 介绍 了 李 群 李 代 数 的 基本 概念 和 理论 在 微分 方程 中 
的 应 用 ,在 实际 应 用 领域 , 李 群 通常 是 某 个 研究 对 象 的 对 称 群 。 更 
确切 地 说 , 李 群 是 作用 在 某 个 流 形 上 的 局 部 变换 群 .在 李 群 理论 中 
的 一 个 重要 概念 是 向 量 场 概念 , 它 可 看 做 是 某 个 单 参数 李 变 换 群 
的 无 穷 小 生成 元 。 应 用 这 一 概念 可 以 简化 微分 方程 中 的 一 些 复杂 
的 非 线性 问题 ,使 得 原 问 题 得 以 求解 。 

另外 ,还 研究 了 流 形 上 微分 方程 的 数值 解法 .强迫 数值 解 满足 
系统 的 不 变量 条 件 构造 了 求解 微分 方程 组 的 新 的 数值 方法 .特别 
地 ,介绍 了 投影 方法 和 基于 流 形 的 局 部 坐标 化 的 数值 方法 。 
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6.1 5] 


ul 


在 实际 生活 中 ,许多 微分 方程 是 在 一 个 李 群 或 流 形 上 通过 李 
群 作用 而 展开 的 。 数 值 离散 这 种 微分 方程 时 ,保持 其 李 群 结构 是 最 
基本 的 ,本 章 介 绍 有 关 这 方面 的 新 的 理论 与 算法 ,当然 ,这 里 不 可 
能 包含 所 有 的 李 群 方法 ,而 只 是 给 出 它 的 主要 方法 的 介绍 。 

考虑 一 般 的 李 群 微分 方程 , 即 

y= Alt,y)y, y(0) =y (6.1) 
式 中 ,y € G, 而 对 于 所 有 的 t 和 y € GUB AG ES; 另 外 ,4 应 
当 满 足 Lipschitz 条 件 。 因 为 李 群 是 一 种 特殊 的 微分 流 形 ,所 以 第 
五 章 讲述 的 投影 方法 及 基于 局 部 坐标 的 积分 方法 依然 适用 。 这 里 
将 进一步 给 出 保持 近似 解 恒 落 在 原 流 形 上 的 其 他 的 一 些 方法 , 称 
其 为 李 群 方法 , 主要 包括 Crouch-Grossman 方法 、Runge-Kutta/ 
Munthe-Kaas(RKMK) Jj iU? ,基于 第 二 类 典 则 坐标 的 积分 方 
法 及 Magnus 和 Fer 展开 方 法 .另外 ,特别 需要 强调 的 是 ,把 李 群 微 
分 方程 变换 为 李 代 数 空间 的 等 价 微分 方程 是 非常 有 用 的 ,因为 李 
代数 空间 是 一 个 线性 空间 ,其 李 代 数 结构 很 容易 保持 。 

应 用 非常 广泛 的 一 类 李 代 数 是 gl 00 , 它 是 具有 和 矩阵 交换 子 
运算 的 2X? 和 矩阵 组 成 的 线性 空间 。 根 据 Ado €404 ,任意 有 限 
维 李 代数 都 与 GL(n) 的 某 个 李子 代数 同 构 , 因 此 ,理解 或 描述 抽 
象 的 群 作用 的 一 个 有 效 途 径 就 是 把 它们 表示 为 具体 的 矩阵 作用 形 
式 . 下 面 讨论 和 矩阵 李 群 上 的 动力 学 系统 , 即 
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Y — A(Y,DY, YO)=Y (6. 2) 
和 矩阵 李 群 上 的 微分 方程 式 (6.2) 有 广泛 的 应 用 , 壁 如 , 保 体积 
问题 ,Riccati & Zt, Sturm-Liouville 等 问题 都 需要 在 李 群 SL (n,R) 
上 讨论 ;讨论 刚体 力学 ,计算 Lyapunov 指 数 , 控 制 论 及 数值 线性 代 
数 都 用 到 李 群 O(n,R); 相对 论 中 的 SO(3,1,R); 量 子 力学 中 的 
SU (n.C) 以 及 Hamilton 力学 中 的 Sp (n) ,等 等 ,通常 ,把 微分 方程 
式 (6.2) 先 变换 为 李 代 数 g 上 的 微分 方程 ,在 g 上 进行 求解 ,所 得 
数值 解 由 指数 映射 拉 回 到 李 群 G, 便 可 得 到 原 微分 方程 的 数值 解 ， 
这 个 过 程 可 以 在 每 一 个 时 间 步 长 重复 进行 ,如 图 6.1 所 示 。 


Y, 李 群 方程 Ya 


李 代 数 方法 
李 代数 方程 


O ma 


图 6.1 求解 过 程 (1) 


这 里 李 群 上 微分 方程 式 (6. 2) 转换 为 李 代 数 g 上 的 微分 方程 , 即 
o = dexp, (ACe*Y,.2), t> t, 6t) — 0 (6.3) 


而 dex Gb 一 也 Z adiH (6.4) 
B, JJ Bernoulli 数 ,而 伴随 算 子 ad, 可 如 下 和 迭代 定义 : 
ad!H = i n (6.5) 
[aad H], 154,2, 


将 微分 方程 式 (6. 3) 离散 以 后 ,可 以 通过 指数 映射 把 a 值 变 回 到 李 
REG. 

李 群 方法 之 所 以 重要 还 在 于 它 可 以 推广 应 用 于 求解 一 般 齐 性 
空间 上 的 微分 方程 .所 谓 齐 性 空间 ,是 一 个 光滑 流 形 M, 并 存 
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在 某 李 群 G 及 李 群 作用 X :GXM— M, 对 于 所 有 的 XX: EG, 
x € MEE AX ACE ,x)) = AOG Xi 32 ,而 且 对 于 所 有 的 x € 
MAG, x) = x A WMR FRK xi ,x € M, 都 存在 六 EG, 
f 18 ACX xD. — x , 则 称 李 群 作用 4 是 可 迁 的 ,具有 可 迁 的 李 群 作 
用 的 光滑 流 形 称 为 齐 性 空间 。 齐 性 空间 M 上 的 微分 方程 局 部 地 可 
以 写成 如 下 形式 ， 

x —AQQGFOG,DO ti, x($2— x, € M (6.6) 
式 中 ,F:MXR' 一 8 是 Lipschitz 的 (8 是 李 群 G 的 李 代 数 ) ,而 映射 
àx:8 > TM 的 定义 如 下 : 


i) = QaCexpleV) 35 (6. T) 
€ e=0 


这 样 ,可 以 首先 把 齐 性 空间 上 的 微分 方程 变换 为 李 群 上 的 微分 方 
程 ,而 后 再 变换 为 对 应 的 李 代 数 上 的 微分 方程 ,在 李 代 数 空间 求解 
等 价 的 微分 方程 而 后 逐步 拉 回 到 原来 的 齐 性 空间 即 得 原 微分 方程 
的 解 , 如 图 6. 2 所 示 。 


x, X 1 (Fx,0) 


X, X-F(À (X,x,,0X X, 


a 
a 


c -dexp, F(A (e*X,,x;).t) 


图 6.2 求解 过 程 (2) 
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6.2 ” 流 形 上 微分 方程 的 RKMK 方法 


首先 介绍 流 形 上 的 微分 方程 的 一 般 表示 。 对 于 流 形 M, 一 定 
存在 李 群 G 及 李 群 作用 人:GXM-~> M 及 函数 F:M X R— g 使 得 
WÉ M 上 的 微分 方程 可 以 表示 为 式 (6.6)。 它 的 解 由 下 面 命题 
A, 

命题 6.1 ”对 于 足够 小 的 时 间 t. 流 形 M 上 的 微分 方程 式 
(6. 60 的 解 为 


x(t) = ACexpa (t), xo) (6.8) 
AX'P.e(O € g 满足 如 下 微分 方程 : 
o = dexpz' F(A(expg,x0),1), o0) =0 (6.9) 
式 中 
- B 
dexp, (u) = >, 于 cd 和 (6. 10) 


式 中 ,B 为 由 也 (和 jz = com X spi 


流 形 上 微分 方程 的 RKMK 方法 就 是 : 截断 式 (6.10) 中 
dexps' (u) 的 表达 式 , 并 记 它 的 近似 表达 式 为 


b-l B 
dexp inv(g,u,p) 一 — 
k=0 k ! 


假设 a;,; MO 是 一 个 p Br s 级 的 Runge-Kutta 方法 的 系数 , 且 令 
C; 一 2jag ,那么 一 个 b 阶 的 RKMEK 格式 如 下 : 


for i = 1,2,.,s 


prl fe 
6; = "5323 
j=l 


ad (u) (6.11) 


k; = F(ACexpa x), hc;) 
k, = dexp inv(g; ,k;,p) 
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end 
yvy = h S bk; 
j=1 
x; = ACexpv, x) 


式 中 ,xo x; € M, Mi c; kik,v € g.Hl x, € AM 得 到 了 xi € M, 如 
此 可 逐步 迭代 ,不 难 证 明 上 述 算法 至 少 能 达到 p 阶 精 度 。 


6.3 Crouch-Grossman 方法 


为 简化 记号 ,本 节 与 6.4 节 中 考虑 矩阵 李 群 上 的 自治 系统 , 即 
Y — AQDY, Ylha) =Y, (6. 12) 
这 些 方法 不 难 推广 用 于 求解 一 般 的 非 自治 系统 。 
传统 的 显 式 Runge-Kutta 方法 通过 合成 两 个 基本 运算 而 获 
18.0 计算 矢量 场 f(Y) = AQO - YO 计算 和 式 Y 十 haf (2) 。 对 
于 李 群 上 的 微分 方程 ,这 些 方法 都 有 缺点 ,也 就 是 说 ,即使 了 € G 
HZ € G, 而 通常 情况 下 和 式 Y 十 haf CZ) 不 再 属于 原 李 群 空 间 。 
例如 ,最 早 的 Runge 方 法 由 下 面 几 个 步骤 构成 :计算 K = f(Y。); 
WE Y, = Y AK 计算 K = fË); 最 后 计算 Y= 二 Y 十 
TK TK. 


李 群 方法 很 大 程度 上 要 归功 于 Peter Crouch 及 其 合作 者 的 开 
创 性 工作 ,是 他 们 首先 系统 地 介绍 了 流 形 上 常 微分 方程 的 处 理 办 
法 。Crouch 以 及 Grossman 的 基本 思想 "是 用 exp(hah CZDOY 代替 
传统 方法 中 的 求 和 计算 。 
定义 6.1 假设 b; Ma: (isj — l2 均 为 实数 ,一 个 显 式 
的 级 Crouch-Grossman 方法 定义 为 
Y? = exp(a; a Kia) X * X exp(han KQY,, K; = AQ?) 
Ya = exp(hb,K,) X * X expOib  KjY, 
(6. 13) 
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例如 ,上 面 讨 论 的 Runge-Kutta 方 法 (s 二 2,az — 1,5 =b, = 
I 就 变 为 
Y = exp( $K: Jexp( ŽK: y. 


式 中 ,Ki = A(Y,) 而 K: = ACexp(GIK)0Y,), 
如 此 构造 的 Crouch-Grossman 方 法 给 出 的 近似 解 确 实 落 在 李 
群 所 定义 的 流 形 之 上 ,但 是 它们 的 精度 如 何 呢 ? 


定理 6.1 c= X ,如 果 下 面 的 阶 条 件 成 立 ， 
六 6 一 1 (一 阶 条 件 ) 
be; = i (二 阶 条 件 ) 


Do = B (6. 14) 


Ye; 十 2 Y oec; = + (三 阶 条件 ) 


i,j=1 


上 述 Crouch-Grossman 方法 则 是 p 阶 近似 方法 。 
下 面 是 Crouch 和 Grossman 给 出 的 两 个 三 阶 近似 格式 : 


0 0 
—1/24|— 1/24 3/4 3/4 
17/24 |161/24 一 6 17/24 1119/216 17/108 
1 — 2/3 2/3 13/51 — 2/3 24/17 
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更 高 阶 的 Crouch-Grossman 方法 的 构造 相当 复杂 。 
6.4 基于 第 二 类 典 则 坐标 的 积分 方法 


对 于 李 代数 g 的 一 组 基 {C C; ,…,C,) ,相应 的 李 群 G 的 局 部 


参数 化 表示 QOO = exp > ziC， 中 的 {zi zt m) 称 为 第 一 类 典 


则 坐标 .这 里 我 们 感 兴趣 的 是 如 下 形式 的 局 部 参数 化 表示 : 
4G) = exp(ziCi)exp(z2C2) X * X exp(z,C,) (6.15) 


这 时 , 称 {a eon ens] 为 第 二 类 典 则 华 标 "中 ,根据 C, IRA 
fiE,exp(zi Ci)exp(z;C;) X … X exp(GzC,) 的 计算 量 可 能 比 
exp) =C, 要 小 得 多 ,这 就 是 应 用 第 二 类 奥 则 坐标 来 求解 李 群 上 


微分 方程 的 主要 思想 8~:0 。 
根据 坐标 变换 y — y(z) ,微分 方程 式 (6. 12) 变形 为 几 (z)z = 
ACY) YC) ,也 就 是 说 式 (6. 12) 等 价 为 如 下 的 微分 方程 : 


A(y(z)) = Dziexplz1C) X Xexp(z 4 Ca) X 
i=] 
C; s exp( 一 zC) XX exp(C— zG) xad 
SION 。 FAC, (6. 16) 
i=1 


式 中 ,用 记号 FC = exp(ziCi)Cexp( 一 zC) 定义 线性 算 子 F;: 
&g 一 go。 因此 ,需要 根据 式 (6.16) 来 计算 {zi ,zs，,…,z,} ,这 是 一 项 
复杂 的 工作 .然而 ,对 于 某 些 李 代数 ,只 要 选取 适当 的 坐标 基 , 上 述 
计算 就 会 比较 简单 了 .定义 外 为 


te=] i2 (6.17) 
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并 假设 
(Fi o ee FAC; = (Fn ELO. i = 2,°,n 
(6.18) 
根据 该 假设 , 可 得 (Fi 。… o FLOC; = (Fo o Pn) = 
È, 。…。 庆 DC: ,那么 , 式 (6.16) 变 为 


Gi, o e o Èra) (X zC: ) = AQCQGD (6.19) 
i-1 


大 家 知道 , 算 子 的 道 算 子 很 容易 求 出 ,那么 ,简化 微分 方程 式 
(6. 19) 后 即 可 用 任意 数值 方法 @ 进行 求解 ,得 到 uas = D, Cn); 
再 通过 yi = Qua ) 来 求 原 问题 的 数值 解 。 其 中 主要 的 困难 在 于 
要 找到 可 以 适当 排序 的 坐标 基 满 足 条 件 式 (6. 18) ,详细 资料 请 见 
文献 [9,10]。 


6.5 Magnus 展开 方法 


6.5.1 Magnus 展开 式 


前 面 两 节 讨论 了 李 群 上 微分 方程 式 (6. 12) 的 数值 求解 问题 。 
下 面 讨论 矩阵 微分 方程 , 即 
U= AWU, Uh) =U, —I (6. 20) 
式 中 ,A(z) Xm JE VOCI B AB Ee C E TER 。 
对 于 最 简单 的 线性 微分 方程 x 二 a(t)z, x(0 = xo, 它 的 解 


Bara) = exp| a s)ds + zo 而 数量 取 指 数 运算 可 以 非常 容易 推广 


到 算 阵 取 指 数 ,所 以 ,人 们 希望 答 阵 微分 方程 式 (6. 20) 的 解 可 以 
局 部 地 表示 为 


UG) = exp| AUOdest, (6. 21) 
0 
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ZEKA, U, U, 均 为 矩阵 。 
如 果 对 于 所 有 的 ,ts > 0,8 [ACGQD AGO]: 0,354. E 
述 做 法 是 正确 的 .然而 ,大 多 数 的 矩阵 4 没有 上 述 性 质 , 但 是 ,大 家 
知道 ,A € g, U € G, 方 程式 (6. 20) 称 为 一 个 李 群 方程 。 而 式 
(6.21) 中 的 UE G, 为 此 ,希望 在 保持 该 特征 的 基础 上 , 对 式 
(6.21) F U 进行 修正 。 对 它 的 修正 有 两 个 途径 :一 个 是 在 李 代 数 
空间 进行 , 即 令 
UC) = exp (| AG)ds + AC U, (6. 22) 


上 式 即 Magnus 展开 式 的 思想 。 另 一 个 途径 为 在 李 群 上 进行 修 
正 , 即 


UG) = exp([Acods)vco (6. 23) 


该 式 即 为 后 面 要 讲 到 的 Fer 展开 式 的 思想 。 
定理 6.2 (Magnus,1954) 矩阵 微分 方程 式 (6. 20) 的 解 可 以 
表示 为 


U(t) = expCQCO)U, (6. 24) 
式 中 ,2 满足 
Q = dexpg (AG), QO) 一 0 (6. 25) 
而 
一 1 Se- B, k 
dexpg! (H) = > prada H (6. 26) 


式 中 ,Bi 为 伯 努 利 数 ;ado(4) = [,A] = RA — AQ 是 伴随 算 子 。 
而 且 , 如 果 || | < x, 展开 式 式 (6. 26) 是 收敛 的 。 
证 明 XFU) = expCGQCGODU, 进行 微分 ,可 得 


ü= (Oro JaCOU, = (dexpa GG expQ UD, 


结合 式 (6. 24) ,与 式 (6. 20) 进行 比较 ,可 得 
AG) = dexp(()) 
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对 它 的 两 边 应 用 道 算 子 dexpa! , 即 可 得 到 微分 方程 式 (6. 25) ,而 关 
于 式 (6. 26) 的 收敛 性 的 结论 是 第 三 章 中 定理 3. 7 的 结论 。 
用 Picard 迭代 方法 来 求解 微分 方程 式 (6. 25), 以 求 得 原 微分 
方程 式 (6. 20) 的 解 . 这 里 有 
QO (1) 一 0 


Qo) = 上 dexpa (A(s))ds = 


3 zl. adio Ads m — 0,1, 
于 是 得 到 
QU) = [aoas 


Q9) = faca- tf f [ACE ACR) Ide de, + 
A [Ion [fnis aeos 
a) = faoa- [D TACE), ACE Jde de, 十 
Macon ['acois Tn 
1f*f& re 
于 | P TAG AGD] A dedede — 
AT [noi [fats aco] 
d& AC Jae — T [CI [f Aca AGO X 
de, | | ACE ds „AG, ^ | ]ae zs 


A [f neos CILE acoie aeo 


dé .AC& ) | Jag: PERR 
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根据 Picard 和 迭代 理论 , 在 原点 的 一 个 足够 小 的 邻 域 ， 
lim e) 存在 , HX (6.2 中 的 RG) = limQ" G), 它 就 是 
Magnus 展开 式 , 可 以 表示 为 


Q0) = XQ) 
k=1 
式 中 
Qi GO) = [aoas 


1frfa 

QO -—1 ECE AGO Jag: 

ou, CD = zi [J acode, [f Acide ace ] ae T 
于 | P. trace ace .4c 34 de de 

Q0) -— il f IES , [f aceae, AGO | |x 
dê, AG | 4 r Al. [f IESE AGO |x 

& 

dé, , | AGOd& AGO | as 一 


fane [ras ceo] 


d& ACE) | |a 一 


i[ [J aco. [ Ac x 


da , [ff aceae „AC > |] Jaa 


因此 EEAO U — ACOU, Ut) =U, = I HRK 
U(t) = expCOCGODU, 
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6.5.2 Magnus 级 数 展开 与 平面 双 枝 树 的 关系 


A. Iserles 和 S. P. Norsett 在 文献 [11]j 中 把 Magnus 级 数 展 
开 式 中 的 各 项 与 不 同 的 平面 双 枝 树 联系 起 来 ,给 出 了 一 种 迭代 生 
成 Magnus 级 数 高 阶 项 的 有 效 方法 ,这 对 于 正确 写 出 矩阵 微分 方 
程 的 解 的 Magnus 展开 式 及 进一步 约 化 展开 式 中 的 交换 子 运 算 非 
常 有 有 用。 他们 把 Magnus 展开 式 重新 写成 如 下 形式 : 


Q0) = M Dao n.code, tO (6. 27) 


k=0 c€ T, 


APEA H., c€ T, XT AGO 的 & 重 交换 子 的 & 重 积分 ， 
alr) 是 标量 .根据 Picard 和 欠 代 过 程 , 不 难 发 现 , 可 以 进行 如 下 和 迭代 
生成 H.: 

CD 定义 仅 有 一 个 结 点 (vertex) 的 根 树 为 Tu = {zo} = (e), 
即 用 一 个 结 点 表示 AG, e — H, (D) = AG); 

(2) WR n € T, ilic; € T, E. m 十 ms — m— 1,35 9T 
DRIVE X T, 为 


T, 


pei ES C TI —EHADS [f a, (ode, H, (0 | 


这 样 , 结 合 根 树 理论 ,可 以 写 出 Magnus 展开 的 所 有 的 级 数 项 。 具 
Wm ,构造 五 , 它 只 包含 一 棵 树 , 即 


Tj 7—79,7;-—9 >r T 


对 于 构造 T: ,有 两 种 可 能 性 :mi — 0.,m; --] fü m, 一 lem Ec 0, 
于 是 ,有 
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THEE T: 


Jy Ly 
MN" 
dy 


m 
y. os 
"NA 
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综 上 所 述 , 不 难 发 现 根 树 的 构造 规律 , 要 完成 式 (6.27) 的 
Magnus 级 数 展开 式 , 还 需要 计算 对 应 于 不 同 的 根 树 r 的 系数 
alt) aC) 二 1, 不 同 结 点 的 根 树 相应 的 系数 可 以 迭代 计算 。 仔 
细 观 察 , 不 难 发 现 U T: 中 的 所 有 的 根 树 都 可 以 写成 如 下 统一 的 


ÉR: 


Ta (6. 28) 


T= 
文献 [11] 证 明了 对 于 所 有 的 i = 1,2,…,s, 如果 已 经 知道 a(Cri)， 
那么 , 式 (6. 28) 中 的 根 树 = 对 应 的 系数 为 


cn = E [Taco (6. 29) 
del 


因此 ,可 以 根据 根 树 的 不 断 增长 来 写 出 展开 式 。 因 为 对 于 所 有 的 
m 宇 1, 都 有 Bz =0, 所 以 式 (6.27) 中 的 许多 项 等 于 零 . 下 面 用 
根 树 的 形式 写 出 Magnus 级 数 展开 式 (6. 27) 的 前 几 项 , 即 


XÇ 


|- 


N 
ol 
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(6. 30) 
1 1 1 
724 754 724 E IIS 
展开 式 (6. 30) 没有 包含 Ts 中 的 最 后 一 棵 树 , 因为 根据 式 (6. 29) 
它 的 系数 为 零 。 


应 当 强 调 , 如 果 和 矩阵 A(t) 有 界 , 且 ll ACO l| 逐 段 光滑 ,那么 在 
满足 


kos jh ll ACO l| dr < £= 1. 086 869 


时 间 上 的 范围 内 Magnus 级 数 绝对 收敛 。 
不 难 证 明 , 对 于 足够 光滑 的 和 矩阵 函数 和 A, 有 如 下 估计 : 


LET, | 下 ed = Qu) (6.3 


据 此 ,可 以 适当 截断 Magnus 展开 式 来 获得 一 定 精度 要 求 的 近似 
表示 。 


6.6 Fer &JF X 


本 节 和 希望 在 李 群 上 修正 U(b = exp| AG)ds - U, 来 求 得 矩阵 
微分 方程 式 (6. 20) KRUG = exp(| AGods)vco ia FG) = 
Í .A(s)ds, 直 接 对 修正 解 进行 微分 ,并 应 用 


号 exp(D) 一 [ exp C sD)Dexp[ (1 — 2 D ]ds (6. 32) 
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可 得 
y= 3 cexp F))U + exp(— I2U = 


£ CexpC— F))expFV + exp(— F)AexpFV = 
1 n 
(exp( 一 F)AexpF — | exp(C— sF)F » 
0 
expCC— 1 + s) F)expFds)V 一 


1 
(exp(— FAexpF — | exp(— sF) FexpsFds)V (6. 33) 
0 
而 F-—A (6. 34) 


oo 


考虑 到 公式 expODYepxC- X) = > 二 [Xe Y] TRF V 的 微 
分 方程 为 


-[xXe» ago A :> 0, VC) —U, 


k=1 
(6. 35) 
根据 式 (6. 350 进行 迭代 , 记 AOD = AO, ÆRE PU (A hen 及 


(Fez Fn (t) =f A Gds, ns dog oc H 


to 


1); rp e 
Ami = > GAs, n= 012,7 (6. 36) 


那么 ,微分 方程 式 (6. 20) 的 解 的 Fer 展开 式 为 
U(t) = ex(['Acods)vco = expF;expF;expF;-:--U, 


(6. 37) 
根据 Fer 展开 式 来 构造 微分 方程 的 数值 解 , 首先 要 分 析 它 的 
收敛 性 。 式 (6. 36) 又 可 以 写 为 
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假设 对 于 m € ZH FO) = Oar), IAA Eskup Alio, = 
2 Pmi +2. Ñ Po z= 0, 可 以 推 得 P» m 2m 一 2, 于 是 有 


mil 


expF;expF, X X expF,U, —U(D--O(Q? 7?) 

(6. 38) 
由 此 可 见 , 基 于 上 述 截断 的 Fer 展开 式 构造 数值 方法 可 得 277 一 2 
阶 计 算 精 度 , 随 着 之 的 增加 ,计算 精度 将 指数 增长 .当然 Hai p Br 
近似 方法 并 不 需要 计算 更 高 阶 的 项 。 类 似 于 Magnus 展开 式 与 双 
枝 树 的 联系 , 即 依然 用 仅 由 一 个 结 点 组 成 的 根 树 来 表示 和 矩阵 
ACO ,文献 [12] 给 出 了 Fer 展开 式 与 双 枝 树 的 对 应 关系 ,下 面 用 根 
树 形式 给 出 不 同 精度 要 求 的 Fer 展开 式 , 即 式 (6.37) 中 的 FiCO 
i 二 1,2,… 的 近似 表达 式 。 


二 阶 近似 :m = 1， 
FG- | Acede: | 
三 阶 近 似 :m 一 2， 
FO: | 
FO: 
E 
四 阶 近似 :za 一 2， 
FO); | 
FO. 
1 1 
2 TY 


五 阶 近似 :m = 2, 
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F(t): | 


F,(t): M y Wy 
l 1 1 
2 Tg +5 


六 阶 近似 :mx = 2, 


Fio): | 
F,O 7 y 
] l ] 1 
F413 + + 30 
七 阶 近似 :xm = 3, 
FCD: | 
OW Y 
A fy 1 el A 
243 TR +30 $ +144 
F; (t): 
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等 等 。 
选取 适当 的 数值 计算 方法 近似 其 中 的 多 元 积分 即 可 得 到 实用 
的 积分 格式 。 


6.7 本章 小 结 


本 章 介 绍 了 李 群 上 微分 方程 的 保 结 构 算法 的 理论 ,其 主要 思 
想 是 把 李 群 上 的 微分 方程 转换 为 等 价 的 李 代 数 上 的 微分 方程 ,在 
李 代 数 上 进行 求解 ,而 后 把 所 得 数值 解 拉 回 到 原 李 群 ,另外 ,还 讨 
论 了 和 矩阵 李 群 上 的 微分 方程 的 李 群 积分 方法 , 其 中 Crouch- 
Grossman 方法 和 RKMK 方法 很 相似 ,前 者 需要 计算 更 多 的 指数 
和 矩阵 ,而 后 者 需要 一 定数 量 的 矩阵 交换 子 的 运算 ,但 是 ,基于 任何 
一 个 Runge-Kutta 方 法 都 可 以 构造 一 个 RKMK 方法 ,而 构造 高 阶 
的 Crouch-Grossman 方法 非常 困难 。 最 后 , 较为 详细 地 介绍 了 
Magnus 级 数 方 法 和 Fer 展开 方法 ,根据 Magnus 和 Fer 展开 式 , 可 
以 构造 任意 精度 要 求 的 李 群 积分 方法 。 
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继 Ruthi"! , Candy 和 Rozmus!” , Suzuki?! 和 Yoshida? 等 的 
开创 性 工作 之 后 , 李 群 方法 等 几何 积分 方法 已 广泛 地 应 用 于 天 体 
力学 站、 量子 力学 659 、 等 离子 模拟 技术 5 等 领域 ,更 多 地 用 于 守 
恒 动力 系统 中、 天 体 动力 学 外、 电动 力学 站、 分 子 动力 学 "~'、 弹 
性 力学 和 流体 力学 02 等 领域 的 Hamilton 系统 问题 的 求解 ,在 非 
线性 动力 学 领域 ,最 广泛 的 方程 形式 为 

x= f(x,t), 3: = xX (7.1) 
它 履 盖 了 几乎 所 有 的 应 用 领域 ,如 刚体 及 柔 体 的 多 体 动力 学 、 结 构 
力学 、 生 物力 学 及 实时 飞行 器 模拟 等 。 第 三 章 讨 论 了 广义 
Hamilton 系统 及 广义 Hamilton 控制 系统 的 几何 积分 方法 ,虽然 
其 理论 具有 一 般 性 ,但 它 多数 是 针对 广义 的 Hamilton 系统 ,或 经 
由 Lagrange 型 方程 转化 成 的 广义 Hamilton( 控 制 ) 系统 ,一 般 多 
体系 统 动力 学 的 Hamilton 正则 方程 的 建立 , 涉及 动力 学 中 的 
Lagrange 道 问题 ,目前 还 没有 很 好 地 解决 ,因此 ,研究 更 一 般 形式 
的 非 线 性 动力 学 方程 的 几何 积分 方法 是 非常 必要 的 。 

另外 ,一 般 的 动力 学 方程 式 (7.1) 中 ,f(x,z) 显 含 时 间 的 部 
分 ,在 许多 问题 中 具有 很 重要 的 作用 ,因此 ,构造 数值 方法 除了 保 
持 真 解 的 定性 性 质 之 外 ,有 必要 特别 处 理 显 含 时 间 的 组 成 部 分 ,最 
简单 且 常 用 的 技巧 是 增加 相 空 间 的 维 数 ,把 时 间 变 量 上 看 做 一 个 
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新 的 坐标 变量 。 那 么 , 原 微分 方程 变换 为 
y-Foy (7,3) 


式 中 ,一 [|， Fon = [7 ] .然而 ,在 许多 情况 下 ,这 种 变换 


并 不 是 很 有 效 , 例 如 下 面 的 几 种 情况 : 

CD 如 果 显 含 时 间 的 了 有 了 瞬时 时 标 (short time scale) ,如 上 显 
式 地 处 理 时 间 变 量 后 ,就 必须 应 用 特别 的 积分 公式 甚至 必须 要 精 
确 积分 。 

(2) 如 果 了 中 显 含 时 间 的 函数 较 复 杂 , 因 为 不 可 能 最 小 化 时 
间 的 计数 ,那么 求解 变换 后 的 微分 方程 式 (7.2) 的 方法 一 般 也 是 
计算 量 很 大 。 

(3) 如 同 第 三 章 的 广义 Hamilton 系统 , 当 式 (7.1) 中 的 中 
不 显 含 时 间 变 量 或 具有 某 种 代数 结构 时 ,有 许多 数值 方法 特别 有 
效 。 昌 然 变换 后 所 得 的 微分 方程 式 (7. 2) 的 时 间 依 赖 性 不 见 了 ,但 
是 ,原来 系统 的 代数 结构 可 能 被 破坏 了 ,人 们 只 好 寻求 更 一 般 的 数 
值 方法 。 

为 了 避免 这 些 问 题 ,第 三 章 讨 论 的 广义 Hamilton 系统 的 保 结 
构 算法 ,对 于 非 自治 系统 , 基于 Magnus 和 Fer 展开 式 的 思想 和 方 
法 推导 出 不 同 的 李 群 积分 法 ,但 是 ,第 三 章 主要 强调 思想 方法 和 理 
论 推导 ,其 算法 的 具体 实施 并 不 简单 ,本章 期 望 把 已 有 的 数值 方法 
进一步 推广 到 一 般 非 线性 动力 学 系统 领域 ,同时 ,尽量 简化 计算 、 
减少 计算 量 以 使 设计 的 算法 更 加 实用 、 有 效 。 

Magnus 和 Fer 展开 方法 不 仅 能 保持 精确 解 的 代数 结构 ,而 且 
它 特别 处 理 了 系统 依赖 时 间 变 量 的 部 分 ,经典 的 Magnus 和 Fer 展 
开 方 法 一 般 用 于 研究 如 下 线性 矩阵 微分 方程 的 求解 问题 : 

U — ACOU, UG) =I (7. 3) 

APAC 表示 足够 光滑 的 矩阵 或 线性 算 子 。 式 (7. 3) 的 解 可 以 局 
部 地 表示 为 如 下 的 形式 4 : 
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U(,n)-—e) 07 (7.4) 
式 中 ,2 是 如 下 的 无 穷 级 数 : 


Qtt) = X Q, Gu) (7.5) 
k=] 


方程 式 (7. 4) 和 式 (7. 50 构成 了 微分 方程 式 (7. 3) 的 解 的 Magnus 
展开 式 。 级 数 式 (7.5) 中 的 每 一 项 O 都 是 多 重 交换 子 的 多 元 积 
分 ,它们 可 以 迭代 生成 汪 ~ 。 

与 之 相似 的 Fer 展开 式 握 ] , 它 以 无 穷 个 指数 乘积 的 形式 给 出 
T UCc to 的 一 个 解 , 即 


U(z,to) = J| ee = eM? er ,., (7.6) 
k= 


AH, F, 也 可 以 迭代 构造 。 

根据 常 微分 方程 理论 ,如 果 AO 是 一 个 n Xn 的 光滑 的 ( 复 ) 
函数 矩阵 或 线性 算 子 ,那么 ,和 矩阵 微分 方程 式 (7. 3) 与 如 下 线性 齐 
次 方程 密切 相关 


x — ACOx, xlto = Xo (T. 7) 
式 中 ,x € C', 也 就 是 说 ,如 果 U(z,to) 满足 式 (7. 3), 则 
x(t) = Ut,to) Xo (7. 8) 


该 式 即 为 式 (7.7) 的 解 。 

Magnus 和 Fer 展开 式 已 经 非常 有 效 地 用 于 数值 求解 线性 矩 
P ji 4) 7] Bg Uo 1009 ,甚至 用 于 求解 李 群 或 齐 性 空间 上 的 非 线 
性 微分 方程 Hamilton 系统 的 微分 方程 2 的。 其 优点 在 
于 ,即使 适当 截断 , 它 依然 保持 精确 解 的 几何 性 质 。 文 献 L[13] 给 出 
了 相应 算法 的 收敛 性 条 件 , 并 进行 了 误差 分 析 。 本 章 旨 在 将 
Magnus 和 Fer 展开 式 的 思想 和 方法 用 于 求解 一 般 的 非 线 性 动力 
学 方程 .事实 上 ,对 于 非 线 性 的 动力 学 方程 式 (7. 1) ,在 一 个 步 长 范 
围 内 ,Magnus 及 Fer 展开 近似 方法 可 以 看 成 是 一 种 平均 方法 , 例 
如 ,将 式 (7.1) 平均 化 ,可 得 
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de ees du 
十 三 fD, xto) = xi) 


式 中 ,了 GD = L[ ”Geds, 它 的 解 是 式 (7.1) 的 二 阶 的 近似 解 


Xh) = xQD + O°), 从 后 面 的 讨论 可 知 , 它 对 应 于 截取 了 
Magnus 级 数 或 Fer 展开 的 第 一 项 所 得 的 近似 解 。 

另 一 方面 , 文献 [16,17] 把 非 线 性 动力 学 系统 转化 为 
Minkowski 空间 M"" 上 的 一 个 增 广 动 力 系 统 ,表示 为 一 个 李 型 方 
程 ,而 且 呈 现 出 了 原 非 线 性 系统 内 在 的 对 称 群 性 质 。 采 用 增 广 动力 
系统 形式 的 一 个 最 大 优点 是 可 以 在 增 广 的 空间 形式 采用 齐 性 坐标 
非常 方便 地 构造 李 群 积分 方法 ,从 而 避免 传统 数值 方法 计算 中 可 
能 出 现 的 伪 解 和 鬼 点 等 问题 。 

如 第 三 章 所 讨论 的 方法 一 样 ,基于 Magnus 和 Fer 展 开 式 的 数 
值 方法 都 涉及 了 大 量 的 交换 子 和 多 元 积分 的 计算 ,这 限制 了 这 类 
方法 的 应 用 。 文 献 L34] 给 出 了 用 一 元 积分 近似 Q 的 方法 ,文献 
[35] &[31,34] 分 别 应 用 了 自由 李 代 数 的 相关 理论 和 时 间 对 称 性 
研究 减少 交换 子 计算 量 的 方法 ,这些 工 作 大 大 地 发 展 了 级 数 方法 
的 研究 ,也 将 有 利于 减少 数值 计算 的 工作 量 。 

基于 上 述 考虑 ,本 章 还 运用 了 李 级 数 展 开 的 技巧 和 Magnus 
级 数 的 对 称 性 ,把 Magnus 和 Fer 展 开 式 的 思想 和 方法 非常 有 效 地 
用 于 构造 一 般 非 线 性 动力 学 方程 式 (7.1) 的 数值 方法 .其 主要 从 
两 个 不 同 的 角度 ,基于 Magnus 和 Fer 展 开 式 深入 而 系统 地 研究 了 
一 般 非 线性 动力 学 方程 的 李 群 积分 法 :一 个 是 在 算 子 理论 范围 ,把 
非 线 性 动力 学 方程 表示 为 一 种 线性 映射 作用 的 模型 ,便于 在 线性 
方程 理论 上 设计 新 算法 ; 另 一 个 是 把 动力 学 系统 的 构 形 空间 拓 广 
到 Minkowski 空间 ,在 Minkowski 空间 , 非 线 性 动力 学 方程 变形 
为 增 广 的 动力 学 系统 ,从 而 动力 学 方程 可 以 化 为 一 个 李 型 方程 , 便 
于 算法 设计 和 程序 实现 。 
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7.2 一 般 非 线性 动力 学 系统 的 增 广 
动力 学 系统 形式 及 其 锥 结构 


7.2.1 动力 学 系统 的 增 广 动力 学 系统 形式 


这 里 ,在 Minkowski 空 间 Me 的 框架 下 考虑 非 线性 动力 学 系 
统 式 (7. 1) 。 对 任意 矢量 x 关 0, 定 义 

n; = x/ | xl (0.9) 
RH, lx] mx cx Rx 的 欧 几 里 得 范 数 ,矢量 间 的 点 , 即 x。y， 
表示 其 内 积 运算 .由 式 (7. D nc 9) 可 得 


EN fo) 

ser sr n) c: 
0 HE xE), E) 

w  X' = | xGo | ex[f. ( RON  nCO de | (7.11) 


式 中 ,zx(Ga) 是 x 在 初始 时 刻 的 初始 值 .假设 f(x,t)。x 关 0, 那 
么 , 式 (7.10) 及 式 (7.11) 即 成 为 


X — AX (7. 12) 
式 中 ,表示 增 广 的 状态 变量 的 齐 次 坐标 为 
x- | |， a] (7.13) 
0 fG.D 
而 A= 7 El (7.14) 
f'G.D 0 


lx Hl 
是 洛 伦 兹 群 SO, (n,1) 的 (局 部 ) 李 代数 ,满足 
4TIg 十 84 一 0 (7. 15) 
式 中 ,g Æ Minkowski 度量 矩阵 , 即 
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I, 2j 
z (7.16) 
2 b EST 
L, 是 n 阶 单位 矩阵 。 
由 
lx = SVE fan ll x i| X 
不 难得 到 
d 
xil : 
dt X? 
mn T xe 7.17 
LI — x (7.17) 


对 式 (7. 17) 两 边 分 别 积分 ,并 根据 式 (7. 11) 我 们 知道 ,X" a) = 
| xCo 上 ,因此 

X = [xli (7.18) 
于 是 , 增 广 的 状态 变量 就 是 


T be) = Pel- ial SN 


则 系统 式 (7. 120. 就 变 为 


0 fG.D 

il , |= K Li | | (7. 20) 

dt L | x I f'G.D ES ` 
lx] 


显然 , 式 (7. 20) 的 第 一 个 方程 就 是 原动力 学 方程 式 (7.1) ,引入 第 
二 个 方程 就 给 出 了 增 广 非 线性 系统 的 Minkowski 结构 .特别 地 ， 
这 样 就 把 原来 R b n 维 的 动力 学 系统 式 (7.1) 自然 地 组 入 到 
Minkowski 空间 上 的 (xn 十 1) 维 的 动力 学 系统 式 (7.12)( 或 式 
(7. 20)) 尽管 新 的 系统 的 维 数 增加 了 ,后 面 可 以 看 出 该 系统 在 保 
群 算法 的 设计 方面 具有 很 大 的 优越 性 。 
由 上 述 不 难 发 现 : 
X!gX —x-*x— |xlj^-—-0 (7.21) 
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该 式 是 增 广 动力 系统 在 Minkowski 空间 上 自然 成 立 的 一 个 零 锥 
结构 ,为 此 ,该 锥 结构 是 动力 系统 式 (7. 12)( 或 式 (7. 20)) 应 当 满 
足 的 一 个 约束 ，。 


7.2.2 洛 仑 兹 群 及 其 李 代 数 的 性 质 


由 式 (7. 14) 及 式 (7. 16) ,不 难 验 证 A 满足 如 下 性 质 ， 

A'g-FgA —0 或 Ag--gA'—0 (7. 22) 
用 8 乘 式 (7. 22) 第 一 个 方程 的 两 侧 ,并 利用 等 式 8 — 所 ,可 得 第 
二 个 方程 .该 方程 表明 和 矩阵 AGE AD 属于 洛 仑 兹 群 SO QD 的 

李 代 数 ,而 群 SO, Q.D 中 的 任意 元 素 G 满足 如 下 人 性质 ， 
GT8G =8g 或 GgGT 一 8g (7. 23) 
detG — 1 (7.24) 
利用 等 式 g = La 和 等 式 g7 = g, 不 难 由 式 (7. 23) 的 第 一 个 方程 

得 到 第 二 个 方程 .用 g 左 乘 式 (7. 23), 即 


(Gg)'gG = Im (7. 25) 
这 说 明 (Gg)" 是 gG 的 逆 , 因 此 
gG (Gg)? St Inm (7. 26) 


依然 成 立 。 如 果 用 8g 左 乘 式 (7. 26) ,并 利用 8 — La Mg 一 g, 又 
可 以 得 到 
GgG' = g 
关于 李 代数 4 € o(n,1) 及 其 李 群 GE S0, 0,1), Hrs 
一 正 整数 ,表示 系统 的 维 数 , 那 么 ,还 不 难 证 明 它们 的 如 下 性 质 ， 
如 果 GE SO。(n,1) ,那么 G'—gG'g (7. 27) 
当 且 仅 当 MgMT = NgNT, 有 M^N€ SO.G,1). (7.28) 
WRA E soln,1), IA expGA) € SO,(n,1) (7. 29) 
WRA E s(n.D,ii B detn +A) z: 0,354. 
Cay(4): = (4 — A) Q,4 +A) € SO,Cn,1). (7.30) 
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JA cC so(ln,1), 那 么 (A?n)Tg = gA” (7.31) 
WI A € soln,1), 那 么 (ATH )Tg 一 一 842 (7.32) 
如 果 f) 是 一 偶 次 多 项 式 , 并 且 4E sou D. 354 


f. CAD g = gf. CA) (7. 33) 
如 果 f. 是 一 奇 次 多 项 式 , 并 且 A E so. D. 352 
f, CAD g —— gf. CA) (7. 34) 
WRA € so(n, D 而 GE SO, ,D, IA 
G'AG; = A' € so(n,1) (7. 35) 


AX A 也 是 so Cn,1) 的 元 素 , 所 以 上 述 关 于 A 的 性 质 对 47 同样 
适用 。 


7.3 ”基于 Cayley 变换 构造 保 群 格式 


如 前 面 所 述 ,求解 增 广 动力 系统 式 (7. 12)( 或 式 (7. 2000. 的 数 
值 方法 应 严格 满足 增 广 系 统 的 锥 结构 式 (7. 21) ,因此 ,保持 锥 结构 
条 件 成 为 选择 数值 方法 的 一 个 最 重要 的 因素 。 

首先 ,考虑 系统 式 (7. 12) 的 中 心 差分 格式 , 即 

X Cta) = XD HTACX A) DCX ta) + XXG)2]. (7.36) 


式 中 ,tc 表 示 积 分 步 长 的 一 半 , 也 就 是 说 + = E mo, aRt 


果 又 称 为 XGA) 8 XO) 的 Cayley 变换 , 即 
Xa) = GH) Xt): = 
[La —:AGQO ] Ua HAX) (7.37) 
由 于 Cayley 变换 是 由 李 代 数 so (i, 1D. 到 它 对 应 的 李 群 
SO, G1) 的 一 个 映射 , 故 当 r< d xl / ll 时 ,上 式 的 GGCx) W 
Æ G'gG = g, detG = 1, 
将 式 (7. 14) RART. 370 ,有 
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工 十 2c fGOof'QG) 2r xa) I| Il feo 1 
T Tx Nef TxGolt—zlfaol? 
2r | xGO M I f Go | Il xG eHe MfG I 
Fx) Mie Teel ef 
(7.38) 


式 中 ,用 了 ft) KW SAA) st) SF x 及 ll x | ,它们 的 离散 
映射 分 别 为 


Xli) = xXGO 十 2c f 
xb) ||* — e | fGo 


2cf Xt) * x(t) || xC) | 


2 2 
(t) x(t) + 2r | ll fao 


lsd — Yi TT aq fao 
eG 1 CL xo Le LAG ID 
NO e Aa 
(7. 39) 
利用 上 面 两 个 等 式 ,不 难 验证 
xk) * xXGiu)- | xlt) I|? = 
xlt) e xGO — | xX(G1?20 (7. 40) 


因此 ,每 一 步 都 能 满足 锥 结构 条 件 。 事 实 上 ,上 述 数值 积分 过 程 ,只 
需要 式 (7. 39) 与 欧 拉 积 分 格式 x Gu) = x) 十 2rf C) 相 比 , 格 
式 式 (7. 39) 可 以 看 做 是 一 种 可 调 步 长 的 积分 格式 , 即 

lten) = xGD + GO f) (7, 41) 
式 中 


PRESACS exl) + | xl) l|? 
. 42 
Tiao eea e 5 9 


而 且 ,rz< bxl/l fll ，, 它 是 动力 学 系统 式 (7.1) 的 Lipschitz 条 
件 所 要 求 。 积 分 格式 式 (7. 39) 能 保持 原动力 学 系统 的 不 动 点 及 其 
他 性 质 ,. 事 实 上 ,有 

XL) = x(ti) > ft) = 0 (7.43) 
这 意味 着 当 且 仅 当 是 原 系 统 式 (7. D 的 平衡 点 时 ,x(zs) 是 离散 


0i) = 
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系统 式 (7. 39) 的 一 个 不 动 点 。 
下 面 讨论 不 动 点 的 性 质 ,映射 式 (7. 39) 的 Jacobi 矩阵 为 
J: = 9 x (uu) iz: 1, fao (2 1) Ea of (t) 


ax (t) Ox (t) ox (a) 
(7. 44) 
在 不 动 点 处 ,有 f(t) = 0, 因 此 
Ə xta) m : of (4) 
J = ar) I, tg x) (7.45) 


因为 qG4 > 0, 不 动 点 的 性 质 不 会 由 于 离散 映射 式 (7. 39) 而 破 
坏 ,更 精确 地 说 , 映射 式 (7. 39) 与 原动力 学 系统 具有 同样 的 稳定 
性 质 。 


7.4 基于 Pade 逼近 构造 保 群 格式 


7. 3 节 讲 述 的 基于 Cayley 变换 的 积分 格式 只 能 达到 二 阶 精 

度 , 本 节 采 用 指数 函数 的 Pade 逼近 来 构造 高 精度 的 数值 方法 ,一 
般 地 ,用 两 个 多 项 式 的 比值 来 近似 求 得 指数 函数 exp Ga , B 

expGr) 2v pm Gr) : = nm (x)/din Go) (7. 46) 


式 中 
Z% m — k) um! 
figi m > win DIE 


4. G). = > gii C z) (0.48) 
与 指数 函数 exp(z) 的 Taylor 级 数 展开 进行 比较 ,不 难 发 现 如 上 所 
得 的 pb, GO 是 它 的 一 个 L+ m 阶 台 近 ,并 称 其 为 +m 阶 Pade 通 
XE. oL m 时 的 特殊 情形 称 为 对 角 Pade 逼近 .下面 利用 
Pu Gc AD 来 近似 计算 exp(r4 )。 
命题 7.1 设 AE soln,1), 那 么 ,对 于 足够 小 的 t+,pu (7) € 
SO, (n,1). 


(7. 47) 
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证 明 = m 时 ,函数 nCz) E du G0). 分 别 可 以 分 解 为 
nix) = fex) + f(x), dulx) = f(x) — f(r) 
其 中 ,f.(zx) 是 一 偶 次 多 项 式 , 而 fo Go 是 一 奇 次 多 项 式 。 
首先 证 明 : 
[ f. CA) — f, GA) ] Lf. GA) + f, GA] € SOGys D 
也 就 是 要 证 
Lf. GA) — f, GA T^ Lf. GAO + f. GAD] 
gL f. GAD + f, GAD TL fF.GAD fm) = g 
上 式 等 价 于 
Lf. GA) + f, GA) ]gL f. GAD + flA T = 
Lf. GA) — f. GA) ]gL f. CAD — f, CAD TT 
展开 上 式 , 并 在 两 边 抵消 了 f. GAD gf. GAID HI fL GAD gf. GAP, 
即 是 
f. GA) gf, GAT) + f, GAD gf, GAT) = 
— f. GA) gf, GAT) — f, GAD gf. CcAT) 
xt —3b n] 29 4628 n TE XX 
f. GA) gf, GAT) —— f,GADgf. GA?) (7. 49) 
由 式 (7. 33) 可 知 
f. GA) gf (TAT) = gf. GAT) f, GAT) 
同 理 , 由 式 (7. 34) 可 得 
— f. GA) gf. (TAT) = gf, GAP) f. GA?) 
因为 fLGATD) f, GAT) = f, GAT) f. GATD ,因此 式 (7.49) RE. 
为 此 ,可 以 构造 一 系列 保持 群 结构 的 数值 格式 。 上 一 节 的 积分 
格式 实际 上 就 是 这 里 的 pu (AD. 型 格式 .根据 其 他 对 角 Pade 通 近 
公式 ,有 zz GA). 型 格式 为 
XGL4) = GH) Xt): = 


一 1 


2 
IL — A(t) FA | x 
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[mm HA) + SA GU ?|XGO (7. 50) 


及 pu GA) 型 格式 为 
Xt) = GDX): = 


f 


[Im — AGO TA) —F Eaa] x 


L FACh) PE Ar) 十 了 a EA Qu) Jra 


(7.51) 
如 此 构造 的 pu CA) 型 数值 积分 具有 21 MRE AT A DRA fü 
下 形式 : 


acd | 0,.., ll fe 0 I Er 
lx lL et) Tt) 0 
k 是 正 奇数 (7.52) 
rw vig] | Sæt |? fo.Dfi.oD 0,4 | 
EJE Oiss | Fox l 
是正 偶数 (7. 53) 


可 以 利用 上 述 方 寡 形 式 和 Pade 逼近 公式 来 构造 高 阶 数值 格式 。 把 
式 (7. 14) 中 的 4 代入 式 (7.52) MAC. 53) ,然后 再 代入 式 (7. 50) 
和 式 (7. 51), 即 可 得 到 显 式 的 保 群 格式 ,具体 可 以 表示 为 

L+ for G 


Glt,) = 
s a Eet IO pic "Tm ll fa 2) 


c1--5] FG TD fo) 


a Ect M feo ll*? 25r l feo p? ) f) 
cael feo» : 


cll fe) 0 elfa N? 


C 


(7. 54) 
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式 中 ,四 阶 格式 ( 式 (7. 50)) 中 的 a Rb 分 别 为 


2 


a: = TxGOT" ee ee TT (7.55) 
六 阶 格式 ( 式 (7.51)) 中 的 a fI b 分 别 为 
a, = Bol red tolfo dl 一 2 
15 || xG) ||? * 5| xG f? 
(7. 56) 
式 中 ,ce 均 为 
c; = (Obl fD | —a Il fao? (7. 57) 
要 求 c > 0, 也 就 是 说 四 阶 格式 中 有 
rl fol < lb xG Il (7.58) 
六 阶 格式 中 有 
A « ell fD ll « Il xG Il (7. 59) 
实际 计算 中 ,只 需要 式 (7. 54) 中 的 第 一 个 等 式 , 即 
xlt) = xGO d yt) f) (7. 60) 
式 中 
qa, = EL 1 300 qq ec | 


l4d-cd- | fGO ll? €? 3-25 2- P | FG 15 
cQ 5l fGo ll» 


(7.61) 

由 此 可 见 , 系 数 GO 决定 了 离散 映射 式 (7. 60) 是 否 与 原动力 学 

系统 具有 相同 类 型 的 稳定 性 质 。 应 用 Schwartz RER f 。 

x) z— |l fel lxo, 3M Hac 0c >o UR 
xao || 之 0, 不 难 推 得 

y > al xao EG FG) l* — 
al fæ ll +D Tc] 0 (7. 62) 
根据 xt) 之 0 以 及 离散 映射 式 (7. 60) 可 知 ,7. 3 节 所 得 结论 ,在 本 
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节 中 依然 成 立 , 所 得 近似 格式 保持 原 系 统 的 平衡 点 及 稳定 性 质 。 

综 上 所 述 , 增 广 动力 学 系统 形式 具有 非常 重要 的 性 质 ,基于 增 
广 系统 构造 的 数值 方法 不 仅 可 以 很 好 地 近似 原 系 统 而 且 能 保持 原 
系统 的 内 在 对 称 性 等 性 质 特征 。 


7.5 部 分 旋转 矢量 场 


一 个 矢量 场 如 果 具 有 olx, tx 的 形式 ,其 中 w(x,t) 是 一 

n Xn 阶 反 对 称 矩 阵 , 那么 该 矢量 场 称 为 旋转 矢量 场 。 这 里 把 矢量 
H f.D 分 解 为 两 部 分 , 即 

x — o(x,Dx-- vx, (7. 63) 
XB olx, tx H ix e olx, tx — 03e DA) il vc 0 是 非 旋 
转 部 分 ,zx*。y(Cxr,ti) £ 0。 如 果 (xD 关 0 而 v(x,t) = 0, FRA 
C7. 63) AWD AK Et ds t e ICE SR o (x0 50 H vx, 0 750, 
则 称 式 (7. 63) A B E AX b Te 8D 2 e PE LACER x vx D 750 
的 情形 ,下 一 节 再 考虑 x vo 0 = 0 的 情形 。 由 


d xex Xe。 十 Y。y xey 
Ixl = = = 7.64) 
e] Tx] Tl 


及 式 (7. 63) 可 得 


9 
tT TTD" CI: 89) 
同 7.4 节 , 假 设 
XA: | xG) l ex]. Nr T Eae] (7. 66) 
这 样式 (7. 63) 和 式 (7. 660 构成 了 下 面 的 系统 : 
dr x Jf 
aei A COR 


式 中 
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oCx,t) AC 112) 
lxi 
A= T. (7. 68) 
y ix, 
0 
lx di 


满足 方程 式 (7.15) 的 实 李 代数 so (D. 的 元 素 A 都 有 式 
(7. 68) 的 一 般 形 式 。 利 用 非 零 .反对 称 和 矩阵 w, 可 以 进一步 推广 上 
面 的 数值 格式 ,当然 需要 更 多 的 代数 计算 .首先 介绍 形 如 式 (7. 68) 
的 矩阵 的 逆 运 算 , 即 


ESSE 
a Bo 
—1 1 一 ! Te-  _ 1 一 1 
p porem gig «o p m ap d a d "T 
1 Daa 1 ; 
Reps P [EP TET 


式 中 ,Bp 是 一 个 nXn 阶 非 奇 异 和 矩阵 ,a 是 一 个 nX1 行 矩阵 ,而 Boo 是 
一 标量 , 且 Boo 天 a B a. 354 La —T7TÁ 的 逆 和 矩阵 为 


Qm 一 r4) = 
(L —r0) 十 : 
T-A, —røo)` 

ro wh ca" | xl BENT 

Ee d 

(7.70) 
式 中 
Pea a NR he 
a eg ES (7.71) 


把 式 (7.70) , 式 (7.68) 代入 式 (7. 37) 即 可 得 二 阶 近似 格式 的 离散 
变换 矩阵 为 
GG) = [La 一 t A Cta) LEa +rAl)] = 
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2r(L, — 0) oo 十 E d, — w) w" 
2dr? yT — O 2dr yl 
xl MEM 
2dr’ -1 wT m 
Cepeda WC EFI gp e se 
2 
bequem 
^ [8 Er RS AB PE CL — co? 的 逆 可 以 表示 为 
E Ey Ba 
Z4: d: — w) EEE A EE ? detæ 
三 维 .(1, 一 了 一 =s 
Z#: m -L top 
2 
Ux 1e itr ice EE 
1+7 lol /2° 
E 1+r lw| /2 
H: (I 一 ! = $ 
四 维 :( — w) te jol Aetio j 
r+r lwl’/2 


14z41lol*/24- c deto” 


2 
L4 


I élol/24 ideto" 


3 
T 


*4- 


3 


14- c || e l| ?/2 T c deto? 


对 于 纯 旋转 矢量 ,= 0,382. G) 简化 为 


Giu) = | 
Oix» 1 


因此 , 式 (7. 23) 约 化 为 


LL, - 2c(1, — uw) o [I 3 2r(13, — 0) |] = I, 


I, T 2c, —105) 0 Pl 


〈7. 


〈7. 


(7. 


(T. 


(T. 


(T. 


72) 


73) 


74) 


75) 


76) 


77) 
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这 正好 表明 L, +20, — ww)-'@ È SOn) 的 元 素 。 因 此 数值 格式 

xlt) = [L 2«(, — mm) o]xCGi) (7. 78) 
TE —GÀBGETGSRBRY | x] 不 变 , 这 确 是 旋转 矢量 场所 特有 的 
性 质 。 


7.6 S"! 上 的 旋转 矢量 场 
保持 状态 变量 的 长 度 不 变 的 矢量 场 称 做 是 S 上 的 矢量 场 ， 


通过 正则 化 ,总 可 以 用 来 表示 其 状态 变量 ,其 中 |n] — 1, 该 矢 
量 场 为 


n — on n+ v(n,t) — (yn,t) «nn (7. 79) 
式 中 ,wln,t) Æ nX n WIE ERA KREN 
XA: = exp| | vnl), 。 n(6)d | (7. 80) 


这 样 ,方程 式 (7.79) 和 式 (7.80) 就 构成 了 系统 式 (7.12)(X 同 
式 (7.13) 中 的 定义 ) ,而 其 中 的 矩阵 A 为 
en,) vi.) 
Š Pa 0 | 
它 仍然 是 SO。(n,1) 的 局 部 李 代数 ,满足 式 (7. 15). 
数值 方法 的 构造 同 7. 5 节 , 其 中 离散 变换 矩阵 变 为 
Gi; Gi 
GC) = l cl 
I, -- 2d? Q, — 9) ^ w^ (1, — 0) ^ o ++ 
2r(1, — w) o + 2dc 4, — 9) w" 
2dz^ v! (I, — mW) e + 2dcvT 
2d (I, — u0) w (I, — wo) v t rU, — mmm) v 
142dcy' (4, — w) v | 


(7. 81) 


(7. 82) 
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式 中 d: = Pe -) (7.83) 
最 后 ,关于 nn 的 近似 格式 是 上 述 变 换 的 一 个 投影 , 即 
na) aad Gin (t) + Gi (7.84) 


Gin(t) +G, 
根据 式 (7. 13) , 式 (7. 23) 和 式 (7. 37) ,可 得 
XE aD 8X taa) = [X GD PE] nta) 1 一 1) 王 
X! (t)gX(1) = 
EX c) PCI nd) l|? 1 = 0 (7.85) 
EROS X G,40 220 & X* GO 22 0. EVIL AR nOD Fon Gu 39 TR TERR 
E naa) || = I nGO = 二 1 之 上 ,这 体现 了 数值 方法 保持 系统 
的 不 变量 。 


7.7 ”基于 Magnus 展开 式 的 近似 方法 


7.7.1 线性 常 微分 方程 的 求解 方法 


对 于 线性 微分 方程 式 (7.3), 它 的 解 的 Magnus 展开 式 式 
(7.4) 及 式 (7.5) 中 的 各 项 Q2 都 是 包含 算 子 A(1) 的 多 元 积分 ,可 
用 如 下 方式 迭代 求 出 : 


Q, = | A(s)ds 


ido rus (T. 86) 
@m= >, Fil SP G)ds, k > 2 
je Jett 
Am 
kj 
SP = $0,562], 2 j&k-1 
"zi (7. 87) 


Si? A LQ, A], S; < [or .A] 
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而 B, 是 伯 努 利 数 。 
应 当 强 调 , 如 果 和 矩阵 A(z) 有 界 , 目 | ACO | 逐 段 光滑 ,那么 在 
满足 条 件 


Ko = | | ACO || dr < £= 1.086 869 


的 时 间 上 的 范围 内 Magnus 级 数 绝对 收敛 。 
为 了 减少 交换 子 的 总 数 ,以 便于 算法 设计 和 减少 计算 量 , 可 以 
利用 的 对 称 性 ,以 下 在 一 个 步 长 区 间 [, tea ] Gt = to Hkh A T 


时 间 步 长 ) 内 进行 讨论 .首先 ,在 雹 ; = nd £ 时 刻 ,将 ACO 按 泰 


勒 公式 展开 为 


OX LEA —. 1 d'AC) 
AQ) — 2)a ta)» di il d de, 


用 式 (7.88) 中 ACO 的 泰勒 展开 式 来 计算 Magnus 级 数 的 各 
项 Q ,并 利用 多 重 交 换 子 的 Jacobi 恒等式 等 线性 相关 性 , 可 得 
Q,Cb = 1,.%,6) aic 


Qı = has 15 ifa t aha i gra + 


(7. 88) 


Q; = — ii Ta a ]H- Tu 240.7! n 
K z gla s] 755 ale T ]— 1 iui 1) - 
Qj, = ^^ (ol sao ,gz ] 一 zig va a1) 
M reas Sasol sao ,04] 一 2 2» 84 ,as ] 十 


z eu ʻa m] + cs igle ,ao ,az ] - age ,lo a ])]- 


Q, = zar Las sto ,do ,qj 十 
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[ao ,ao ,ao as] 十 一 一 [aaoyaoyas] 一 


7 
n (m 720 um im 


=La so sı ,42 | 十 — Cas sa? » s ,41 ] 一 


7 2n 4 05 


6 ETE i $2», ])4- - 
ET TA. 
Q; =h (二 而 120. ,lo ,Go ,ao ,à; ] 一 30 EE ,qo ya ] H- 


7 Ti »00 sao ,do ml 


Q; = h’ ot sao sao sao sao TN 二 


(7. 89) 
这 里 ,La; (d i) T = La; , [ai TL ,La va, pejl 
再 引进 一 元 积分 , 即 


t, -h/2 
B? — x]. a= aA (r+ 5 dts i n= 0,1,2,1 


t,—h/2 
(7. 90) 
把 泰勒 级 数 式 (7. 88) ea 90) ,可 得 
1 
B? = ha, 十 元 hóa; t 86 aha, id 
Bo = ly, RM EM altas 十。 
I2c065) 80 207 MAS UE mE d 
(2). ai 1 3 A 5 li. ? T 
i qs ost g^ c i db apr der 
o ly 
B 80^ & t gagi t t7303 m h'as +77 Tzu" ap 
(7.91) 


经 过 简单 的 变量 代 换 , 式 (7. 890 "PO, 可 以 由 式 (7. 91) 的 Be 表 
示 ,那么 ,方程 式 (7. 3) 的 近似 解 如 下 : 
二 阶 格式 : 
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U = exp(Q) = exp(hao) + OO?) = expC(GB? ) OU ) 


(7. 92) 
四 阶 格式 : 
U = exp(Q) = expCQ, + Q;) + OC?) (7. 93) 
式 中 Q = p" 
Q, —— [B® ,B”] 
六 阶 格式 : 
U = exp(Q) = expCQ, + Q: +R: +Q) + OCA ) (7. 94) 
Xm 
Q, = B^ 


Q, = [B® ,3 go ES 68° | 
2 


Q, +Q, = [B® [p B^ -oe ] |+ zB" Q] 


八 阶 格式 ， 
U = exp(Q) = 
exp(Q HQ: +R: +R HR: 3- 40 OO?) (07.95) 
式 中 
Qi m Bo? 
Q. +R: +R 3-0; 1-0; — Q -Q; t FQ, - €: H HHO 
式 中 
Q: = Fa Bgo 十 24B” ,B® | 
— [93 po D op a 
Q = | FBO — 84B” , — B^ +B ] 
l19 506 15 " 6815, 1l 
Q; = EZ jon TB, LE B? ur TAN 


9, = | Be , O +100, | 
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Q; == = ; TB" + TB". LB? 2:1] 


Q = p^ Du, - 90 ag. ] 

O =- [Be [B® 2 - $0. t9: ]] 
进一步 可 得 方程 式 (7.7) 的 解 。 

7.7.2 Æ Minkowski 空间 构造 非 线性 微分 方程 的 近似 解 


1. 近似 方法 

对 于 一 般 非 线性 动力 学 系统 微分 方程 式 (7. 1) , 记 x 的 欧 几 里 
得 范 数 为 x = (x。x)? ,其 中 ,两 个 矢量 间 的 点 表示 它们 的 内 
积 , 那 么 


d 二 xox : 

REA EUN x) Ix T (7. 96) 
或 dexli +10) = 5G. — XX (7.96a) 
2 dt dt l| x ll 


如 果 动 力学 系统 的 运动 轨迹 可 能 通过 坐标 原点 时 采用 方程 
式 (7. 96a) ,那么 ,方程 式 (7.1) 和 式 (7.96) 构成 了 如 下 的 增 广 动 
力学 系统 ， 

X — AX (7. 97) 

Xx X 

E E m 
TA RRC. 14) .这 样 ,一 般 非 线性 动力 学 方程 在 Minkowski 空 间 
Mr 上 转化 为 一 个 李 型 方程 祥 二 AXOX € M™, A € so(n,1))， 
而 且 原 非 线 性 系统 内 在 的 对 称 群 性 质 也 显现 出 来 了 ,也 就 是 说 ， 
X'gX 一 0 是 非 线性 动力 学 系统 在 Minkowski 空间 须要 保证 的 锥 
结构 . 增 广 动力 学 系统 的 空间 形式 具有 很 重要 的 性 质 ,对 动力 学 系 
统 的 数值 研究 具有 某 种 指导 意义 ,基于 该 空间 形式 的 数值 方法 不 
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仅 可 以 近似 原动力 学 系统 ,而 且 可 以 尽 可 能 地 保持 原 系统 的 定性 
性 质 和 对 称 性 ,为 此 , 在 实际 应 用 中 数值 方法 的 设计 应 当 是 保 
群 的 。 
微分 方程 式 (7.97) 表现 为 齐 次 方程 的 形式 , 便于 使 用 
Magnus 级 数 来 求解 。 即 可 假设 它 的 数值 解 为 
Xen (t) = exp(Q)X,, k = 0,1,2,1 (7, 98) 


maa= 9, 其 中 的 各 项 02, 是 式 (7. 14) 中 的 矩阵 A — 4(x 
的 多 元 积分 , 即 


Qi 一 [ea (x: »s)ds 
: (7.99) 


Q, = 3 -i SP Gu ss)ds, k 22 
j=1 


式 中 


k-i 
S? = D in Sg], nR 
n^i (7. 100) 


Si? 一 LR ,4]， SI NES Lor! ,A] 
同 7.7.1 节 所 述 , 可 充分 利用 Magnus 级 数 的 时 间 对 称 性 , 考 


RE tia = nu + D BERE A 一 AGO 的 李 级 数 展开 , 即 


A- Mia à - i95 (7. 101) 


BAS ij 二 1,2,…,n 十 1, 是 和 4 的 元 素 , 沿 着 解 曲线 工 ; = D, 
i 二 1,2,…,n, 有 
dA, (dn dr: ,, dr, Sr) (88s aA; ... 84 9M) = 
di — ( dt? dt? ° dt’ dt) ari ox? Ər, ot 
OA; 9A; ivi aA; 9A; j p 
ƏT ax’ 


Gi fiif D( 
LA; 
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式 中 
Be obf OD SEE 


dv d 
Cim f D (so ac (7. 102) 


dA, d[dAj| d B 
dá "i ) d; LA) 
dm Ə [pA,].- iE Ž-A, Ti 
dt ax 3 dt Ox i 
dz, Ə Ex 
di 2a [LA Dr S[LA, ] = 
d id. o fs /Bu.Q uu c9. eu = 
Us 9 dt 9 E dt *, jen "aur ux) (LA; ) =R 
L’ A; 
d' 一 一 t ; brane [Ix] 
m = L'A; 9 1 051525 


应 当 指 出 ,上 述 计算 量 并 不 很 大 ,因为 A; 一 0， isj Lu 1,2,…,n。 根 
据 上 述 可 以 计算 出 1 = nn 时 刻 各 阶 导数 值 ,最 后 有 
Wi HE 
dé i45 ij (k — j) 1d 
考虑 到 交换 子 间 的 线性 相关 性 ,同时 利用 4 的 李 级 数 展开 式 
式 (7. 101) ,可 得 到 由 a; 表示 的 Magnus 级 数 。 


(7. 103) 


t—ty 


引入 积分 ,有 
ms 1 [4 ; h 
o = 去 | (tt AK odi, i = 0,1,2, 

hi J qu 2 

(7.104) 
将 式 (7. 101) 代入 式 (7. 104), 可 得 

RO — ha 1l 35 1 5 方 NR 74 és 
B hà, + Toh a + ggh t + gggh t + 
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1 


Bo = M Ta ht, tis h*à; tri 394 9 n 
Bo = TE Dhà, tud Ct gigi Te 
lo — lg kl, aeq ll ta, s 
80^ i^ 2 304 11 264 
(7. 105) 
TH] BO 可 简单 表示 2, 例如 ,2 — B 。 记 
Wy [ x(t) ] 
ll xC) Il 
那么 ,可 得 式 (7. 97) 的 如 下 近似 格式 : 
二 阶 格式 ， 
X(t) = exp( B? )XG,) = explã)X (t) — (7. 106) 
四 阶 格式 : 
X(t) = exp(B? — [BV , BO DXG) (7.107) 
六 阶 格式 : 
X44) = exp sDXG,) = 
exp( 人 +A 4- €) -- 0 X Gu) (7. 108) 
式 中 
他 = BO 


AU Ny 3 N ^v 

Q, em LE 7 — p? x. ei | 

^ o — IRO RO 1go d 1z 3 BY ] 
N: +Q B” ,| BU, 2 cos F st »0; 
八 阶 格式 : 


X(t) = exp(®) X(1,) = 


exp(£À, 十 名 ,十 名 ,十 名 HD HDX) 
(7. 109) 


式 中 
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à, = Bo 

2. r£ +A t e£ = 0 0, 0 0 0 0 40 
式 中 

Q, 三 - e d 


x  F63zo R 93» (3) 
Q, = FB — 84B” , z% tB 
Lb 
x _ Fil9mo _ 15%0) (0 720 61 方 - 工 方 ) | 
à, = [go - Dg [P A^ +h (2:0. — 150. 
TNR [Bo LU * 100. | 


L 


ð. T 一 go LETS Togo [Bo 1 


; 20,5 820,xX ] 


à, = [Bo 7. e 0o v 22049, 


Que p”, [j^ | c 39. udi 


Xp. 0. 分 别 是 2 9o. 的 近似 ， 最 后 取 前 ”个 分 量 ,得 
X(t) = (Xi en) Kota) stts X Cl))T， 
k = 0,1,2, (7.110) 

即 为 所 求 的 原 微分 方程 式 (7. D. 的 数值 解 。 

不 难 证 明 本 节 所 得 到 的 近似 格式 是 关于 时 间 对 称 的 ,所 以 可 
以 采用 Yoshida 技术 构造 高 阶 的 近似 格式 。 

2. 李 级 数 展开 迭代 规律 

李 级 数 展开 式 (7. 101) 可 由 如 下 方式 迭代 产生 ; 

L? = Í: 


of. ar，  Əfı ahy, 


Li —Lf, = Gif f (Et 'Ox;' 'Ox,' Of 


i = 1,2, n 
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of, 8f, .. Of. 
Oz; az， 'or, ) bs 


Cfi fa dd L 9f: f: Lh Lob 也) , 


i 1,2,-,n 


Li = f= (LLL. L2) ( 


af: Əfi ona 
ax "Bry 9 ) 十 
LL 9f: .13 K 
oxi L2 LS) F 
T CH festts fasl) ° 


k—1l ef. k—1 uH kl 9f; kl Of; 
(L axzi iB Ox; ME ara 25), 


i 一 1,2,*,.n, k= 1,2,:- 


L? = Lf, = Ga qr Ng ytts A a )( 


ESL uL 


(7.111) 
由 上 述 可 见 , 要 计算 Li, 只 需 在 L 的 基础 上 进一步 计算 


Le 2L mLe Li, j= 1,2,…,n 即 可 ,另外 ,还 有 


əz; 
P zc rim 
Q quippc OL t+ 
CIL fio pde OL! "e (1.112) 


上 述 算出 1 = a 时刻 的 各 阶 导 数值 ,而 后 有 
(^ d'A; 
=a o£ 0- Dd 
P-1d,2,e3.)—nlii—acl jen 
那么 ,不 难 计算 式 (7. 101) 。 
3. 保 群 性 质 示例 
用 李 群 方法 求解 增 广 动力 学 系统 自然 保持 系统 的 锥 结构 , 数 


(7.113) 
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值 实验 显示 可 以 近似 保持 原 系统 的 某 些 定性 性 质 , 而 且 数值 计算 
更 加 精确 稳定。 本 节 就 旋转 体 问题 简单 证 明 上 一 节 给 出 的 数值 方 
法 的 保 群 性 质 。 对 于 旋转 体 问题 , 式 (7. 14) 中 的 A 变 为 
olx,t) 0 

A= | g 1 (7.114) 
式 中 ,w(x,t) 是 一 个 nXn 阶 反对 称 和 矩阵 ,那么 , 零 锥 结构 XX gX 一 
0 自然 满足 。 对 于 式 (7.114) 对 应 的 动力 学 问题 必然 有 近似 解 
Xen = expfXX, ,其 中 ,名 即 数值 算法 式 (7.106) 至 式 (7. 109) 中 的 
各 ,显然 ,有 
expt J 


expl = | 
0 1 


(7. 115) 


R exp = expe(x.D ,而 且 

Xa = expl x, (7.116) 
由 于 基于 Magnus 级 数 的 数值 方法 能 保持 动力 学 系统 的 李 群 性 
质 , 那 么 ,根据 方程 式 (7. 97) 的 代数 结构 式 (7. 22) ,必然 有 


CexpfD" gexp£) = g (7. 117) 
Bx C. 115) 和 式 (7. 117) 可 得 
(exp ) " exp£' = I, (7. 118) 


式 (7. 118) 正 说 明了 exp4 RF n 阶 特殊 正 交 群 SO GO 。 也 就 是 
说 ,数值 方法 式 (7. 116) 保持 xl 不 变 , 这 正 是 原 系统 的 旋转 矢 
量 所 要 求 的 。 

4. 算 例 

【 例 7.1】 求解 非 线性 周期 系统 的 响应 问题 : 


Xi = d 

上 =— 2. 25x; — (xı — 1. 5sin£)? + 2sint 
xı(0) = 0.0, x; (0) = 1.599 29 

取 时 间 步 长 h = 0.1, 采 用 二 阶 近似 格式 式 (7. 106) ,数值 解 与 
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精确 解 比较 所 得 误差 见 图 7. 1 和 图 7. 2( 略 优 于 例 2. 1 的 结果 ) 。 


3 
2 
E 1 
N | | rl | T 
者 0 | m MM | P i 
| M. 
-1 
一 2 
| 
-3 
0 100 200 1 300 400 500 
图 7.1 变量 zx 的 误差 
4 


0 100 200 , 300 400 500 


图 7.2 变量 x. 的 误差 


【 例 7.2】 求解 如 下 常 微 分 方程 初 值 问 题 : 
工 一 一 (zZ)2 一 过 十 lnt，Zz(1) = 0, x(1)=1 
将 上 面 二 阶 方程 变 为 一 阶 常 微分 方程 组 ， 
i: za. zi(1) 一 0 


z: =— Ti — z +lnt, x21 
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可 以 采用 近似 格式 (7.106) 至 式 (7. 107) 进行 计算 ,图 7.3 和 图 
7.4 分 别 显示 了 步 长 上 = 0. 6 EA = 0.5 时 采用 二 阶 格式 计 算 所 得 
Z 的 数值 解 的 误差 Az, 图 7.5 和 图 7.6 分 别 给 出 了 步 长 h = 1.35 
和 = 1.0 时 采用 四 阶 格式 计算 所 得 z 的 数值 解 的 误差 。 


0.4 


3 
t X10* 


图 7.3 h= 0.6 时 二 阶 近似 解 的 误差 


0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 
t X10* 


图 7.4 天 一 0.5 时 二 阶 近似 解 的 误差 
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Qal — HUBER X 
0.05 
R 0 
—0.05 
一 0.16 2 4 6 8 
t x10* 


图 7.5 h= 1.35 时 四 阶 近似 解 的 误差 


一 数值 解 的 误差 


3 M 5 
t x10* 
图 7.6 h= 1.0 时 四 阶 近似 解 的 误差 


i 
N 
© 

tr 


7.7.3 一 个 简单 易 行 的 四 阶 积分 法 

1. 近似 格式 

由 前 述 式 (7. 99) 可 知 , 式 (7. 97) 解 的 Magnus 级 数 展开 的 前 
两 项 为 


Q = | AG;s)ds, s 加 d| ds [AG ^s) ,4ACzs)] 
^ SA (7. 119) 
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为 了 提高 效率 和 简化 方法 ,在 此 采用 一 元 积分 表示 的 Magnus 级 
BUE GRUT ,在 一 个 步 长 区 间 [w 5a] 内 讨论 问题 ,并 记 A (i = 
0,1) 是 关于 4(Cx,b 的 如 下 积分 : 

AL 1 [o 


AO 一 一 


| h 
z G— 6A (xG «t 5 )àr, 


t, —h/2 
i = 0,1, k = 0,1,2, (7.120) 
用 不 同 的 积分 公式 近似 计算 上 式 中 的 积分 就 得 到 不 同 的 算法 ,这 
里 采用 四 阶 的 高 斯 - 拉 盖 尔 积 分 公式 来 计算 式 (7. 120), 即 
ïo = tA, +A) +O) 
(7.121) 
ÁO = BAA, — A,) +O) 


式 中 ,A， m= ACE, H cih), t, 十 ci:h)， i = 1,2, €1,2 77 14, 


根据 式 (7. 119) 和 式 (7. 120) 可 得 在 一 个 时 间 步 长 范围 内 中 
的 两 个 四 阶 近似 表达 式 , 即 
Q = Q; ER +O) = ÁO 十 [和 , AO ] J-OQU) 
(7. 122) 
为 了 避免 计算 交换 子 , 采 用 分 裂 技 术 和 应 用 BCH 公式 可 得 非 线性 
方程 式 (7. 97) 的 四 阶 近 似 格 式 , 即 
X(t) 一 expQ * XG) = 


exp( 5A 4 2X ) 


exp( 40 一 2o )xa 005) = 


expÁ expÁ? exp(— AU) X) + Os), 
k=0,1,2,. (7.123) 
而 指数 矩阵 exp? (i = 0,D H A? BMJIRERUS ITE SR. 
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(Ke?) = [pe pe E di 
FOT 0 d 
k jRES i= 0,1 (7. 124) 
ie» = pre | FP I 
Orxa | Fe ||? 
k 是 正 偶 数 (7.125) 
式 中 
po h (f 十 ah). 十 ch) 十 fxi 十 coh) stk d 
2 ll x, + e 2 |l | x + coh) |l 
(7.126) 
F? = Gh (LCa 十 ch),t 二 ch) -- fx T o). 12) 
12 | x + ch) [| I| x + coh) |l 
(7. 127) 


这 样 ,就 可 以 更 有 效 地 计算 指数 矩阵 , 即 
expÁ? = I + sinb | F? || / || F? || » A? + 
Ccosh | F? | — D/1 F? ||? < AL)? (7.128 
式 中 ,下 = FOOD = fx), | xX ||. m 35 (7.12600. 至 式 
C7. 127) 中 的 FOcGt d- c) , t Hch) 可 由 李 级 数 展开 的 办 法 获得 , 即 
FG, d cih) ,ti tech) = Fx, t) 


c;hLF (x(t) m 十 d ch L FG) st) + eee 十 


eth"L'F Gs) d E an (7. 129) 


这 里 的 算 子 工 同 式 (7. 1022 ,最 后 可 得 式 (7. D 的 解 为 
llt) = OG Gu X: Gea) stts Xna Cte), 
k = 0,1,2," (7. 130) 
不 难 证 明 该 方法 是 时 间 对 称 的 .本 小 节 设计 的 四 阶 积分 方法 
包含 二 个 或 三 个 指数 矩阵 的 乘积 ,避免 了 Magnus 级 数 方法 的 交 
换 子 运算 。 
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2. Ki 
[517.31 求解 非 线性 周期 系统 的 响应 问题 : 


上 =— 2, 25x; — (xı — 1. 5sint)? 十 2sint 
ZX1(0) = 0.0, z:(0) = 1.599 29 

依然 取 步 长 h = 0.1, 采 用 近似 格式 式 (7. 123) ,数值 解 与 精确 解 
比较 所 得 误差 见 图 7.7 和 图 7.8, 其 中 和 Ax Ar: 分 别 是 zx; 和 zz; 的 误差 。 


0 200 400 600 800 1000 


图 7.7 变量 x, 的 误差 


0 200 400 600 800 1000 


图 7.8 变量 zs 的 误差 
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[917.4] 求 单 摆 的 运动 规律 . 设 有 一 单 摆 , 摆 球 为 单位 质量 


m 一 1, 摆 长 为 ,摆动 的 幅 角 为 zi ,在 重力 作用 下 无 阻尼 的 单 摆 运 
动 方程 为 


X1 + et sinzi 一 0 


式 中 ,ws = Eg 为 重力 加 速度 . 单 所 运动 方 程 又 可 以 写 为 


XQ 一 X 
MEER" 
Xo =— w SINL 


图 7.9 zx 的 近似 解 与 Runge-Kutta 近似 解 的 比较 


取 时 间 步 长 h = 0. 1, 采 用 近似 格式 式 (7. 123) 所 得 数值 解 与 
由 Runge-Kutta 方法 所 得 近似 解 的 比较 见 图 7.9 和 图 7. 10。 在 相 
平面 (zi z) 上 ,有 
dz; D wi sinz 
dzi X2 


积分 上 式 可 得 
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la +w — cosx) = H 


式 中 ,万 为 积分 常数 .由 于 zs 是 角速度 ,因而 方 恕 可 以 视 为 单 摆 系 
统 的 动能 有 ;而 系统 的 恢复 力 为 一 ossinz ,克服 此 力 所 做 的 功 为 


I wssinzidzl = ws (1— cosx) 
0 
该 式 即 是 系统 的 位 能 V。 又 有 

K = Fa, V = wi (1 — cosx: ) 


N H = K+V ERRAK 8E REST TH XE B LSD A , Ra 2573 Ea 
以 写成 Hamilton 系统 形式 , 即 


— Runge-Kutta fiğ. 
OX (7.123) 的 近似 解 
& 


V 


图 7.10 z: 的 近似 解 与 Runge-Kutta 近似 解 的 比较 
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Hamilton 系统 最 重要 的 性 质 特 征 是 它 的 能 量 函 数 或 称 
Hamilton 函数 H 是 守恒 的 。 分 别 采 用 近似 格式 式 (7. 123) 和 四 阶 
Runge-Kutta 方 法 计算 , 所 得 不 同时 刻 Hamilton 函数 与 初始 
Hamilton 函数 比较 的 误差 如 图 7. 11 所 示 。 由 图 可 见 ,该 方法 在 保 
持 系统 定性 性 质 方面 具有 明显 优势 。 


— Runge-Kutta 方 法 所 得 误差 
一 一 式 (7.123) 的 计算 误差 
0 20 40  , 60 80 100 


7.11 书 中 近似 方法 和 Runge-Kutta 近似 方法 
所 得 Hamilton 函数 的 误差 比较 


7.7.4 基于 解 算 子 的 Magnus 展开 式 构造 非 线性 微分 方程 


的 近似 解法 
1. 近似 解法 
根据 文献 [14] ,一 般 非 线性 动力 学 方程 式 (7.1) 可 以 表示 为 
x= Lx (7. 131) 
式 中 L; = ED Z (7.132) 


是 一 个 微分 算 子 , 它 也 是 线性 算 子 .这 样 ,线性 映射 作用 成 为 原 微 
分 方程 的 新 模式 ,本 节 引 在 基于 Magnus 级 数 方法 来 寻求 一 个 解 
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| 4T W(x,t) , 简 记 为 更, 使 得 


x(t) = Yx, (7. 133) 
沿 解 曲线 ,有 
fD = Wf Gy st) (7.134) 
那么 ,方程式 (7.1) 可 写 为 
Vx, = WL Xo (7. 135) 


所 以 P EWF: 
y = E VL c. 4D W(x, sto) = I (T: 136) 
下 面 应 用 Magnus 展开 式 近 似 构造 WBR W = exp(QLao, 02 Ñ 


rus SIT Gs ,已 , 那 么 ,级 数 的 前 两 项 为 
大 一 1 
D, x,t) = y f Gs ds 


(7. 137) 
Q (x, ,1) --i E ds; Lf Gs). fxo ,ss))] 


式 中 ,Lf ,gj = h 是 对 应 于 两 个 矢量 场 的 李 括 号 的 一 个 新 矢量 场 。 
其 分 量 为 


h; = [fog]: = Leg: Lf: = > | 


(7. 138) 

对 应 于 两 个 算 子 L， ML, 的 交换 子 是 
La = EE] = LL, LE, (7.139) 
因为 算 子 形式 的 微分 方程 式 (7. 135) 中 ,Lj HEURE G8 A 的 
符号 变 了 ,后面 近 似 格式 中 的 交换 子 运算 都 做 了 同样 的 处 理 。 如 果 
对 于 所 有 的 si s Lys ss Lgs uo] = 0 恒 成 立 ,那么 显 含 时 间 


的 微分 方程 式 (7.135) MERTA Y= exp(| Li di). 


含 时 间 z 的 动力 学 方程 显然 属于 这 种 情况 ,而 且 它 的 Magnus 级 数 
方法 对 应 于 第 二 章 的 李 级 数 解法 。 
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同 7.7.1 节 一 样 ,为 了 利用 Magnus 级 数 方法 的 时 间 对 称 性 ， 
E tin nd ERR SOD 进行 李 级 数 展开 ,得 


fad = Maja hp (7. 140) 
j=0 
z= 1 df 
Ti 7. 
式 中 arm T acis (7.141) 


沿 解 曲线 z; = x, i= 1,2,… ,2 ,对 于 fc.0D 的 分 量 f; (x,?)， 
j= 1,2,…,n, 得 到 
df; ($2 dz; |. dz. dr) (85. əfi, a 3f; any - 
d Adt'dt^ ° dt’ Ox, Ox; Ər, 


d Of; 9f; m mpm 
Gh dfi foD (Z, 'ox;' Bar 2 


Lf; (7.142) 
Ap, L 同 式 (7. 102). 
另外 ,有 
df; df\_d E 
d? — ien )sx Sf m 
dz dax; 
or E dr. 3-Lfil sg 
DIS 9 ə i oe eset 
(e SE m Gees Sr) (Lf)) 
L’ f; - 
sf ss L'f; $ i = 0,1,2,1 (7. 143) 
但 上 述 只 能 算出 := t EARR. 143) 中 的 各 阶 导 数值 ,最 后 有 
T E (2) « 
dë listy 2 (Ed | elet 


第 七 章 一般 非 线性 动力 学 方程 的 几何 积分 方法 221 


如 果 是 自治 系统 , 则 工 一 工 7。 

用 fG.0 的 李 级 数 展开 式 式 (7. 140) 来 计算 Magnus 级 数 的 
各 项 Q2, 并 利用 多 重 交换 子 的 线性 相关 性 , 最 后 可 得 QOO. 一 
1，…,6) xA P 


hT, + Lh us + 


lag, 4. 1l. 
ha, t 73g 


2, = hl 80 


12 


9 = Lia, 2] E (a; 4.) -zla a] " 


| M TEE 
Ta ,05 ] 一 2 "EIE T d 


pubem) 


[Lao TT ʻa ]— zi TT d) 


Es] 
ll 
75 
|- 


-3 gig t ds] e 


6 P sä à; |+ cag ,to d, ]— ai T al) es 


Q, = z Ca so ,Qo ,0 ] 一 [Lao ,do ,do sā; | + 


ET Bros 720 


——— La ,do T 4; ]— Lado T :0, ,0; ] 十 


11 
60 480 7 se 


— la »0; ,0 ,01 ] 一 —- [a d. T E us 


4 1 6 "m 


— 80 28 


7 560 i5 


Q: =h 30 ES T ,Ado ,Go T ,G1 Tc 


(7. 145) 
这 里 ,La; ,Gi, 9 T T = La: „Lū; 2, ,a; Pej] 
现在 引入 一 元 积分 , 即 
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- t, +h/2 | 
Bo = 二 | UC HO (eer ar i = 0,1,2, 
t 


(7. 146) 
dE 3k C7. 140) 中 f(x,z) M uM 146) ,得 
BO = hū, + A + ALI E TE 
ROO — 1 2 一 4 g= 
B - ium daa d ig d IA $9; 十 … | 
RD 一 d lj S= ri 
B 12/4» ta^ et dg t usi c 
B? = lra lg hh 
80 ° 448 ^? 2304 11 264 
(7.147) 


4g 4t, — RERO B (— A) —— BC? Ch), fj BÓ? (— A) =B (5), 
通过 观察 和 简单 的 变换 可 知 , 式 (7. 145) 中 OL Ck = 1,…,6) 可 以 
Hi B? 表示 ,例如 ,m = B^, 
那么 ,可 以 得 到 求解 非 线性 动力 学 方程 式 (7. 1) 的 如 下 近似 格式 : 
二 阶 格式 : 
X(t) = exp(Lgo )x(t,), k —0,1,2,** (7.148) 


四 阶 格式 ， 
xta) = exp(La x(t) = 


exp(Lgo ,rg( go) x Ct) (7. 149) 
六 阶 格式 : 
X(ti1) = exp(Lg9))x(£) = 
expCLa, +a, +7,48, ) X tà) (7.150) 
式 中 Q, = Bo 


n Lu 3go - 6B" | 
”2 


(0) (0) D o — 2 FRO 
5, +0, = [B [B B o |] e [Bo 4] 
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八 阶 格 式 : 
X(t) = exp(Lgs2x(,) = 
exp(La «a, -+0,48 48, 4m, Xt) (7.151) 
式 中 
页 = Bo 


m+ 0, 0, -Q; — Q0, 0. 0, -0, 0. - Q0; 
式 中 
Q, = E — 24B? B | 


5 


634 (Q) RO agB" - Bo 
Q: = E TB" —8B^. B" —B 


^4 195o _ l9go w po 2i -0 
Q, = [5,B" 7B [BOB (sag — z) |] 


S 
| 


= [s^ Z9, 十 10 | 


Q. = i EBO + SBO, [Be ,5]|] 


p= -[s8*. Ze. Qo + ] 

Q: ER 了 55o , [2 7 39. + 二 ;|| 
上 述 近 似 格 式 只 须 截断 f(x,t) 的 李 级 数 展开 式 式 (7.140) 及 
式 (7. 147) 中 的 B? ,达到 精度 要 求 即 可 。 如 果 交 换 子 的 计算 太 复 
杂 , 可 以 在 二 阶 近 似 格式 的 基础 上 ,根据 Yoshida ERU" 构造 任 
意 偶数 阶 近似 格式 (但 是 计算 量 比较 大 )。 

2. 近似 解法 的 时 间 对 称 性 

不 能 预知 动力 学 系统 的 李 群 性 质 时 ,算法 的 时 间 对 称 性 是 一 
个 非常 重要 的 性 质 , 也 就 是 说 ,一 个 算法 x, = Px ,hh,to), 简 记 为 
Xa = Wh) ,应 当 保 证 P C) = PC h) 成 立 。 

定理 7.1 (7.148), 3 (7.1490 , (7.150) R (7.151) 
中 的 近似 格式 是 时 间 对 称 的 。 
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证 明 这 里 只 证 明 近 似 格式 式 (7. 149) 的 时 间 对 称 性 , 式 
C7. 148) , 式 (7.150) 和 式 (7. 151) 的 证 明 类 似 。 由 时 间 对 称 性 的 定 
义 , 要 证 明 算 法 x, = Ws. h.n) 是 关于 时 间 对 称 的 ,只 须 证 明 
Xo = W(x,, — h.t; +h), EXC. 147) RIA B? (h) —— BC? (h), 
B® (— h) = BOH? (h) ja £3, (xD. = Q, Cx 4h D REA 

Ri Cx — h;t) —— Q Gh, t) 
R Gy — hst) —— R: (xo ,h,1) 
Q: GO, — h,0 HR, CX — h.t = 
— (Q; Go ,h D Gn 4h.) 
所 以 Leao 7—— L a4 
ii x, = exp(Lg9u 4, ,)xo = YP xo sh,to) 
根据 时 间 对 称 性 的 定义 ,须要 证 明 用 同样 的 方法 以 一 疡 为 步 长 由 
XA 可 以 返回 到 初始 点 x, Bl 
Vx, , — h.t; Hh) = exp(at, reto) X 一 
expC— Lalle hto Xa = ex) (7. 153) 
应 用 式 (7. 152) 并 且 注 意 算 子 的 作用 方式 ,可 得 
W(x,, — h,t; Hh) = Ox) = exp Uaa 445) = 
exp (LaS cx, 4, )expC— Lais), 44) Xo 一 X 
3. 算 例 
[517.5] 求解 如 下 常 微分 方程 初 值 问题 : 


/2 
z=- x0)=9, x’(0)=0.1 
1—z 


其 精确 解 为 x — 1 十 8exp(i/80) ,可 以 把 它 变换 为 一 阶 常 微分 方程 
组 , 即 


(7. 152) 


dy = Tz, 2,00) 一 9 
2 

t: 一 一 一 一， 00) = 0.1 
=r 


这 样 ,本 节 的 积分 公式 便 可 应 用 ,采用 二 阶 格式 求解 ,数值 解 与 精 
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确 解 比较 所 得 相对 误差 示 于 图 7. 12 和 图 7.13, 其 中 ,Axi,Azx 分 
别 为 zx: 和 <zs 的 相对 误差 ,时 间 步 长 取 为 h = 0. 1。 由 图 示 可 见 数值 
结果 达到 六 阶 精度 。 


0 ~” 200 400 , 600 800 1000 


图 7.12 变量 zi 的 相对 误差 


0 200 400 600 800 1000 
图 7.13 ”变量 zs 的 相对 误差 
【 例 7.6】 求解 Hamilton 系统 初 值 问题 : 
zi = T? 
x 一 Tı +r? 


x, (0) ——À— 1:2; z;(0) 一 0 
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式 中 ,Hamilton 函数 为 Hi yz ) 一 一 la Tid -a pil. 


zi -2zi —— 0. 288 是 它 的 解 曲线 , 取 步 长 h = 0. 1, 采 用 二 阶 近 


似 格式 计算 ,其 相 轨 迹 误差 AOb —— 3638 — Iu 十 0.288, 如 


图 7.14 所 示 , 其 中 兰 ， 2 是 数值 解 . 图 7. 15 给 出 了 Hamilton 函数 
的 误差 ,它们 达到 了 七 阶 精度 (明显 优 于 例 3. 2 的 结果 ) 。 


A^Orb/107 


0 200 400 , 600 800 1000 


图 7.14 相 轨 迹 的 误差 


AH/10™ 


0 200 400 600 800 1000 


图 7.15 Hamilton 函数 的 误差 
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【 例 7.7】 Van der Pol 强迫 振动 的 运动 方程 为 
idu —l)r +z = focoswt 
将 上 面 的 二 阶 方程 变形 为 一 阶 常 微分 方程 组 , 即 
X, = X. 
Xx. =— x, — ulr? — 19x; + focosat 
给 定 参 数 f, =9.0, 0 — 3.141 6, 23 u 4 ILC 4. 21,7. 78,10. 99 
和 11.16,15.6,16.6,19.4 时 ,采用 四 阶 近似 格式 计算 ,Van der 
Pol 运动 方程 分 别 对 应 有 五 周期 .七 周期 九 周 期 .十 一 周期 .十 三 
周期 和 十 五 周期 的 相 曲 线 , 见 图 7. 16 至 图 7.21. 3 u 的 变化 对 
系统 全 局 特性 的 影响 见 表 7. 1。 
表 7.1 Van der Pol 方程 的 全 局 特性 
u TH di] 2X, 


0. 00 ~ 0.25 闭环 15 九 周 期 轨 线 
0. 26 — 3. 99 三 周期 轨 线 li 


4. 00 — 4. 20 过 渡 
”4.21 一 7.35 | 五 周期 轨 线 过 渡 
2:88 一 7.40 nu 十 三 周期 轨 线 
7.41 ~ 10.40 | 七 周期 轨 线 .49 — 18.80 | ux 


ja 
10. 41 — 11. 58 xi .00 | 十 五 周期 轨 线 


-2 -l,0 1 2 3 
图 7.16 u= 4.21 对 应 的 五 周期 解 
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15 
10 


5 


3 -2 1x0 1 2 3 
图 7.17 u- 7.78 对 应 的 七 周期 解 


-3 -2 -ix 0 1 2 3 
图 7.18 u= 10.99 $8 11. 16 对 应 的 九 周期 解 


Ss 0x05 1 15 2 


7.19 u= 15.6 对 应 的 十 一 周期 解 
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图 7.20 u= 16.6 对 应 的 十 三 周期 解 


7.21 u= 19.4 对 应 的 十 五 周期 解 


7.7.5 基于 Magnus 展开 式 的 数值 方法 的 收敛 性 分 析 


基于 Magnus 展开 式 构 造 2n(n 之 1) 阶 的 积分 方法 ,只 须 近 似 
计算 Magnus 级 数 中 直到 Qo 的 各 项 。 本 节 讨 论 基于 Magnus 展 
开 式 的 数值 方法 的 收敛 性 条 件 ,不妨 在 Minkowski 空间 讨论 微分 
方程 式 (7. 97) 的 Magnus 级 数 方法 的 收敛 性 ,把 式 (7.99) 代入 
式 (7. 100) ,可 得 
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SP (2) = f AGás SEP CD |+ 


k-j m~ 


EXC | | Se code S o | (7. 154) 


m-—2 n= 


式 中 ,A(1) = Alx), ŠP (1) = SP (x,t)。 这 里 假设 AO RER 
的 , ‖ ÀCO || 是 一 个 逐 段 光滑 函数 , 且 存 在 &(z) 使 得 | ÁO |l x 
OE OR J kds, 显然 , 1 2, I 过 KO, 由 式 (7.154) 


可 得 
lS? «o | <2KG) I Sg; CO | 十 


k~j m~l 


2353 E SINE JOUTBEETION 


m=2 n= 


引 人 记 号 
] T | B, | (n) rcG-1 

f? = 2232 ff (7. 155) 
式 中 , ff? == 1 ,而 对 于 所 有 的 &>1, fP = 0。 于 是 式 (7.155) 即 为 
lS? xo f| < (KC? CO f? (7. 156) 

pup 
b, = 15E e fi? (7. 157) 

那么 ,有 
ID Il x bK (7.158) 


因此 ,Magnus 级 数 ED. = 3 CO 绝对 收敛 的 条 件 为 


KC) lim 22 rx 一 1 (7. 159) 
数值 求解 式 (7. 159) 可 得 Magnus p 
Kh) < 1.086 869 (7.160) 


因此 , 式 (7. 160) 给 出 了 由 Magnus 级 数 解法 求解 非 线 性 动力 学 问 
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题 的 步 长 h 应 满足 的 条 件 。 
7.8 基于 Fer 展开 式 构造 非 线性 
动力 学 方程 的 近似 解法 


7.8.1 在 Minkowski 空 间 进 行 Fer 展开 


简单 说 来 ,Fer 展 开 式 把 线性 微分 方程 式 (7. 7) 的 解 x CO 表示 为 


x) = ee ex, (7.161) 
式 中 
Fr Ct) =f A, Cs) ds, A, (t) PF ACD, n — 0,1,2,** 
(7. 162) 
A = efm A, ePi — [ dre "f A eF 一 
0 
[ dz [ due c-r [A, Fu ]e 9*4 一 
0 0 
S DIC, GAS. n=0,1,2,. (7.163) 


A 6-F11 
式 中 ,交换 子 [Fii ,A,] 的 概念 同 式 (7. 80 ,是 矩阵 或 线性 算 子 的 
ZRT. h ERTA, F, > 2) 包含 一 个 首次 项 为 h” 的 步 长 h 
的 短 级 数 ,如 果 其 中 的 指数 矩阵 能 够 精确 计算 ,文献 [27,36] 证 明 


了 式 (7. 161) 给 出 的 近似 解 精 确 到 h? 一 。 
选取 适当 的 数值 计算 方法 近似 其 中 的 多 元 积分 即 可 得 到 实用 


的 积分 格式 .例如 ,选取 高 斯 - 拉 盖 尔 积分 公式 , 取 节点 c 一 元 一 


Ba — LAB ETERO D 的 一 个 近似 格式 为 


XR = eh e x,, -— 0,1,2, (7. 164) 
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式 中 
Fi 一 IA, 43-A;), F: =- Ëp [Ai ,A, ] (7. 165) 
及 A; = A(t,- ch), i 1,2 (7.166) 


对 于 一 般 非 线性 动力 学 方程 式 (7.1), 如 7.7 节 所 述 ,把 它 变 
换 为 增 广 动力 学 系统 式 (7.97) 后 , 呈现 出 齐 次 方程 的 简单 形式 。 
那么 在 小 区 间 [& ,twij, 同 式 (7.161) 一 样 , 增 广 系统 式 (7.97) 有 
如 下 形式 的 近似 解 : 
Xaa (D = eh eh e^ X, (7. 167) 
式 中 


站 zn X, GO ds, LRE) = ACGoD, n = 0,1,2, 
(7. 168) 
y" »E O CD A EEA le We RD 


+1)! 
如 式 (7. 164) ,有 


NL zii : ] x eñ eè X, (7.170) 
lx d 
式 中 
FÉ = CA Jb). de =- Se, ,As] (7.171) 
À, = AG d ch) t d ch) = Sla; Gh), i= 1,2 
j=0 
(7.172) 
à 1 diA 

: vus) 1 dA 7.17 

以 及 g j! d£ t ( 1 3) 


设 Aj,i,j 二 1,2,…*,n 十 1， 是 4 的 元 素 , 沿 着 解 曲线 x; =A), 
i= 1,2,…,n, 类 似 于 李 级 数 展开 ,有 
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= LA. 


Li 


i. aA; aA, ... 0A, Az V 
= Gefeemifs m "az ” | 


Sas —LA;, i-0,05,2,- 

所 以 ,不 难 求 得 式 (7. 172) 和 式 (7. 17 。 所 得 式 (7. 1700 是 一 个 三 
阶 近似 格式 。 这 里 的 处 理 方法 与 7.7. 3 节 的 处 理 方 法 相同 ,但 仅仅 
得 到 三 阶 精度 的 近似 格式 ,这 是 因为 Fer 展 开 式 不 具备 Magnus 展 
开 式 的 对 称 性 质 。 


7.8.2 基于 Magnus 展开 式 的 Fer 型 近似 解 


为 了 简化 Fer 型 近似 格式 的 计算 , 可 以 充分 利用 前 面 基于 
Magnus 级 数 方法 的 各 种 数值 结果 .。 为 此 , 先 假设 增 广 系统 式 
(7.97) 的 解 为 


Xen = | | a eh e e X,, k=0,1,2,. (7.174) 
| x Juan 
把 它 与 Magnus 级 数 方法 式 (7. 98) 联系 起 来 。 由 式 (7.98) 知 
XQ — expCGQ) X, (7.175) 


AF, Q= Mae. 在 此 ,目的 是 由 Magnus 级 数 项 QO, 来 表示 Wi CR = 
1,2,…)。 将 式 (7. 174) 和 式 (7. 175) 等 号 右 端 进行 比较 ,可 得 等 式 为 
eV ea QW... 一 of iQ rm ns (7.176) 
根据 著名 的 BCH 公式 , 即 
efe = exo(X +Y 4 5 06Y] + Ix, [xY] $ z 
(7.177) 
来 获得 式 (7. 176) 两 端 步 长 疡 的 同 次 项 ,简单 计算 后 不 难 发 现 


W, = Q, W: = Q. W: = Q; - iio. Q] 
i í (7.178) 
W, = 0, 一 3 R] 一 rab Q0; ] ]-- 
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因此 ,对 于 增 广 系统 式 (7. 97) 可 得 Fer 型 近似 格式 为 
Xx 
I x li 
可 以 采用 7.7.2 节 中 的 多; 来 近似 求解 式 (7.178) 中 的 Q ,进而 给 
出 显 式 的 指数 乘积 型 的 近似 格式 。 如 果 Fi 的 计算 太 复 杂 时 ， 

式 (7. 179) 给 出 了 Fer 展开 式 的 一 个 很 好 的 替代 形式 。 


7. 8.3 ”关于 时 间 对 称 的 Fer 型 积分 格式 


算法 的 时 间 对 称 性 是 一 个 很 重要 的 性 质 , 它 可 以 减少 交换 子 
的 计算 数量 ,大 大 节约 计算 量 。 本 节 构 造 关 于 时 间 对 称 的 Fer 型 积 
分 格式 。 设 增 广 系统 式 (7. 97) 有 如 下 形式 的 Fer 型 近似 格式 : 


天 十 1 


X 
Xa = 
| x 
重复 应 用 BCH 公式 ,可 得 


exerex 一 exp (2X +Y — EX, LX,Y]] a 


] Av ePi e eeen eee em X, (7.180) 
k+l 


1 7 
gU oOx 二 agg X De DG Dv 111] 十 s 


根据 等 式 
e^ e% ee, ee% ew — e+ +++ (7. 181) 
来 获得 步 长 h 的 同 次 项 ,简单 计算 后 可 得 
^— a a ~g ~g 1 ~e 
W, = jd. W, = jd. W, = PR 
(7. 182) 


w. = lg lr go. 

W, m 2€ F 18 EQ :Q; 1] 
即 依然 由 近似 格式 式 (7. 1060. 28 3X (7. 109). 中 的 Magnus 级 数 项 
总 来 表示 W, . 
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7.8.4 动力 学 方程 的 解 算 子 的 Fer 展开 式 


一 般 动 力学 方程 x = f(x,t) 都 可 以 表示 为 式 (7.131) 的 形 
式 , 它 的 解 x — Wx。 可 以 通过 寻求 解 算 子 四 获得 ,而且 ,该 解 算 子 
满足 微分 方程 式 (7. 136), 即 


d l 
EY = Wr (7. 183) 


LL, o 5 二 0 对 所 有 的 t 和 s 恒 成 立 , 那 么 非 自 治 的 算 
子 方程 式 (7. 136) 的 解 为 里 = exp (| rs sds) .由 第 二 章 的 李 级 


数 解法 可 知 ,自治 系统 属于 这 种 特殊 情况 ,反之 , 设 方程 式 (7. 136) 
的 解 为 


V = WexpD'), WiC sto) =I (7. 184) 
RPD = f Loods iE = Lr, 并 引入 下 面 的 重要 公式 : 
D exp(D^) 一 | exp sD' )D'exp[ C1 — s) D' ]ds, 
0 


D = Liro =L (7.185) 
把 式 (7. 184) RAR CT. 183), 即 得 
py 一 SUV expCD')] 一 


. 1 D - 
V, exp(D') + v. expGD!)D'exp[ (1— 2D! ] = 
0 


V,exp(D'od? (7. 186) 
由 式 (7. 186) 中 后 两 式 可 见 
V, = Wexp(D')d’exp[— (D'0] — 


1 
| exp GD! )D' exp[ (1 — 3) D! ]ds * expC— D') 
0 
id 
d' — exp DOd' exp[ — (D')] -| exp D )D' expC— 3D! )ds 
o 
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那么 y, = wd (7. 187) 
重复 上 面 的 迭代 过 程 即 产 生 一 系列 新 的 算 子 ,n 步 以 后 就 为 
V = Wexp(D’)exp(D™'!).exp(D!) (7. 188) 
åy, = Wd', W.(x,,t) —I (7. 189) 
式 中 
d" = exp(D'2d"' exp(— D^) -[ exp GD")d" ! expC— D” )ds 
0 
(7. 190) 
而 D = li d (Qd, d = Ly (7. 191) 


考虑 到 公式 expCOYexp( 一 X) = D) LYI 8E 83 — 
表达 式 为 


k 一 一 I 
-也 arn d], »— 1,2,3,. (7.192) 
xf n 步 以 后 , 令 Y, 二 了 ,于 可 近似 地 表示 为 
V ~ Ct qur n5 (7. 193) 


那么 ,不 难得 到 式 (7. 1) RAC. 131) 的 n 阶 近似 格式 为 
xi 2v exp(D")exp(D”™!)*exp(D' )xi, 
k—0,1.2,*- (7. 194) 


7.8.5 ”基于 Magnus 展开 式 的 另 一 类 Fer 型 近似 格式 
对 应 于 方程 式 (7. 131) 的 另 一 类 Fer 型 近似 格式 为 


XR F es, e^, , It elo, es, X, (7. 195) 


式 中 


W, = Q, W; = Q, W, = Q; tU Qi ] 
1 i (7. 196) 
W, = 0, + 30 ,02,] S rat LR , 02, 1] d 
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也 就 是 说 ,可 以 采用 7.7.4 节 的 式 (7. 145) 来 计算 O, 的 近似 
f& Q2, ,进而 可 以 给 出 显 式 的 指数 乘积 型 的 近似 格式 。 
与 近似 格式 (7. 180) 类 似 , 关 于 时 间 对 称 的 另 一 类 Fer 型 积分 
格式 为 
Xe A erw eii, «el iw, «el, erw x, (7.197) 
式 中 
1 


T= z 
Wi = 7M. W, = 2 


Q, W, Ba l8. 
(7. 198) 


W, 一 Ta, + PE) LQ 4, ]).77 
这 里 ,82, 仍然 是 式 (7. 145) Magnus 级 数 项 的 近似 值 。 
7.8.6 基于 Fer 展开 的 数值 方法 的 收敛 性 分 析 


不 妨 研究 数值 方法 即 式 (7. 167) 的 收敛 性 , 也 就 是 要 讨论 
式 (7.97) 中 A 在 什么 条 件 下 能 保证 式 (7.167) 中 F, — 0( 当 
n => co), BÀN — AG D ,并 假设 Xz) 是 有 界 的 , | XO | 是 一 
个 逐 段 光滑 函数 , 且 存 在 k(t) ,使 得 || ACO || e EOD = ka) 
式 (7.168) 及 式 (7.169) 中 的 || A CO | < e, CO. F KO) = 


| ku(s)ds, 显 然 ; 式 (7.169) 给 出 某 种 迭代 关系 , 即 


kmi = f(k, K,) (7.199) 
积分 后 得 

Kn = MCK,) (7. 200) 
那么 ,现在 的 问题 变 成 :在 什么 条 件 下 , 当 n-> oo 时 ,K, ->0。 如 果 
0 是 映射 M 的 一 个 稳定 不 动 点 , 且 Ko 在 该 稳定 不 动 点 的 吸引 盆 
内 , 则 当 ? — Rf, K, 一 0, 为 此 ,求解 方程 8 二 MOD 来 寻求 它 的 
下 一 个 不 动 点 , 便 可 得 到 所 求 .将 式 (7. 169) 的 两 边 取 范 数 , 有 


1 3 AZ ^s 
lI < faz duet, | [XK] (7.201) 
0 0 


238 非 线 性 动力 学 系统 的 几何 积分 理论 及 应 用 


用 ,来 表示 , 它 又 可 以 写成 
1— e& (1 — 2K,) dK, 
Pur = ZK. > (7. 202) 
因此 , 式 (7. 2000 中 的 映射 M 即 为 
M(K,) = e 1> ea 2a) yr (7. 203) 
0 2x 


显然 ,E 二 0 是 M 的 一 个 稳定 的 不 动 点 , 另 一 个 不 动 点 为 & = 
0. 860 406 5, 但 它 是 不 稳定 的 ,因此 ,可 以 得 出 结论 ,Fer 型 积分 格 
式 的 步 长 应 满足 如 下 条 件 : 

li lacs idees f | ACxss) | ds < Ko (h) < 0. 860 406 5 


(7. 204) 
才能 保证 其 有 效 性 。 


7.8.7 HB 


[5/7.8) 求解 例 7. 3 的 非 线性 周期 系统 的 响应 问题 , 取 步 
KA= 0.1, 采 用 四 阶 的 时 间 对 称 的 近似 格式 式 (7. 180) ,数值 解 与 
精确 解 比较 所 得 误差 见 图 7. 22 和 图 7. 23, 其 中 Az A; 分 别 是 
x; 和 zz 的 误差 。 


图 7.22 变量 zi 的 误差 
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图 7.23 变量 m. 的 误差 


【 例 7.9】 求解 受 迫 Van der Pol 方程 : 


| 
T —a OJix; e(l — x?) x2 + focosut 


式 中 ,a 及 e 是 物理 参数 ,f。, 是 频率 为 w 的 外 部 激励 的 振幅 ,根据 
式 (7. 97) 它 可 表示 为 


0 a 0 
| in 0 e(l — x )z + focosCat) n 
X EN V a dr a X 
dixi x | e — zia + focosCat) I xl 
t 0 v 0 
VÁ + 


Ra=l, e= 1, w= 1.2, REN fo = 5, 采 用 式 (7.167) 的 二 阶 
Fer 展开 近似 格式 ,其 数值 解 产 生 的 轨 线 如 图 7. 24 所 示 , 图 中 没有 
画 出 始 于 初始 点 x1 二 2 及 zs = 0 的 暂 态 轨 线 部 分 (时 间 步 长 二 
0.1) 。 同 时 给 出 了 由 四 阶 Runge-Kutta 方 法 得 到 的 相 曲 线 ,二 者 几 
乎 是 重合 的 。 

【 例 7.10】 求解 例 7. 2 的 初 值 问题 , 取 时 间 步 长 h = 0.1, 采 
用 式 (7. 194) 的 二 阶 Fer 展开 近似 格式 ,数值 解 曲 线 与 精确 解 曲线 
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的 比较 如 图 7.25 所 示 ,它们 几乎 是 重合 的 。 
T 


一 10 
一 4 4 0 2 x, 4 


图 7.24  R-K 近似 解 与 本 节 数 值 解 所 得 相 曲线 比较 


一 精确 解 


200 400 , 600 800 1000 


Bg 7.25 数值 解 及 精确 解 曲线 的 比较 
7.9 本 章 小 结 


本 章 分 别 从 线性 算 子 作用 的 观点 和 拓 广 动力 学 系统 构 形 空间 
的 观点 两 个 方面 ,讨论 了 用 Magnus 和 Fer 展开 式 求解 非 线性 动 
力学 系统 的 新 方法 。Magnus 级 数 包含 了 大 量 的 交换 子 运算 , 利 
用 函数 的 李 级 数 展开 技巧 和 Magnus 级 数 的 对 称 性 质 ,算法 设计 
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中 涉及 最 少数 目的 交换 子 的 计算 ,给 出 了 分 别 包 含 1 个 .4 个 和 10 
个 交换 子 的 四 阶 、 六 阶 和 八 阶 近似 格式 。 而 且 基 于 Magnus 展开 
式 的 算法 是 关于 时 间 对 称 的 , 书 中 给 出 了 证 明 。 基 于 Fer 展开 式 
的 算法 设计 较为 麻烦 ,但 截断 前 几 项 就 能 达到 很 好 的 计算 效果 。 
本 章 把 Magnus 和 Fer 展开 方法 有 机 地 联系 起 来 ,基于 Magnus 
级 数 方法 的 各 种 结果 ,方便 地 构造 了 高 阶 的 显 式 Fer 型 积分 格式 。 
但 是 基于 Fer 展开 的 算法 不 是 对 称 的 。 本 章 进 一 步 基于 Magnus 
展开 式 构造 了 关于 时 间 对 称 的 Fer 型 积分 格式 。 

书 中 提供 的 诸多 算 例 验证 了 所 述 方法 的 有 效 性 及 足够 的 精确 
性 。 计 算 了 受 迫 Van der Pol 方程 及 非 线性 单 摆 的 振动 问题 , 计 
算 结 果 显 示 ,该 方法 在 保持 系统 守恒 量 等 定性 人 性质 方面 具有 了 明显 
优势 。 并 能 非常 有 效 地 展示 出 非 线 性 动力 学 系统 丰富 复杂 的 周 
期 、 倍 周期 运动 和 混沌 等 非 线性 特性 。 另 外 ,数值 算 例 还 显示 书 中 
方法 对 于 自治 系统 更 加 精确 、 有 效 ,二 阶 方法 能 达到 四 阶 甚至 六 阶 
以 上 的 计算 精度 ,而 且 可 以 采用 大 步 长 进行 计算 。 这 主要 在 于 应 
用 Magnus 展开 式 的 时 间 平 均 思 想 和 李 级 数 展开 方法 对 自治 系统 
隐 含 时 间 问 题 的 有 效 处 理 。 

根据 Magnus 和 Fer 展开 式 的 基本 理论 , 书 中 积分 方法 是 一 
族 几 何 积分 法 ,能 保持 原动力 学 系统 的 许多 定性 性 质 , 可 以 用 于 求 
解 一 般 动力 学 系统 ， 
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第 八 章 “基于 RKMK 方法 构造 一 般 非 
线性 动力 学 方程 的 数值 解法 


8.1 引 


nil 


流 形 提 供 了 动力 学 微 方 程 发 展 的 抽象 定义 域 , 李 代 数 给 出 了 
动力 学 方程 所 定义 运动 的 结构 。 人 们 日 益 重 视 流 形 上 微分 方程 的 
数值 求解 问题 ,其 主要 目的 在 于 数值 方法 的 设计 要 足以 保证 数值 
解 在 解析 解 发 展 的 流 形 之 上 。 为 此 ,很 多 学 者 都 进行 了 研究 5-9 ， 
尽管 早 在 19 世纪 末 、20 世纪 初 这 些 数值 方法 赖 以 发 展 的 基本 结果 
已 经 存在 , 然而 直到 近 几 年 人 们 才 研 究 了 实用 的 数值 算法 。 
RKMK FAU 是 求解 构 性 空间 在 一 个 微分 流 形 (或 李 群 ) 上 的 微 
分 方程 的 一 种 推广 的 Runge-Kutta 77r 15077 。 其 主要 思想 是 把 李 
群 上 展开 的 微分 方程 变换 为 与 之 相应 的 李 代数 上 展开 的 等 价 微分 
方程 , 李 代 数 是 矢量 空间 (线性 空间 ), 因 此 ,经 典 的 Runge-Kutta 
方法 就 可 以 用 于 近似 求解 变换 后 的 微分 方程 .在 李 代 数 上 求解 等 
价 的 微分 方程 后 ,所 得 数值 解 由 指数 映射 拉 回 到 李 群 便 可 得 到 原 
微分 方程 的 数值 解 ,特别 地 ,Munthe-Kaas 在 文献 [8] 中 通过 引入 
校正 函数 ,给 出 了 显 式 的 积分 方法 , 它 能 保证 所 得 的 数值 解 在 正确 
的 微分 流 形 上 进行 迭代 。 

基于 上 述 研 究 成 果 , 本 章 进一步 讨论 一 般 非 线性 动力 学 方程 
式 (7.1) 的 求解 问题 , 它 是 科学 模拟 物理 过 程 的 重要 工具 。 如 第 七 
章 所 述 ,在 Minkowski 空间 MY 式 (7.1) 可 以 转化 为 增 广 的 动力 
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学 系统 式 (7. 20) , 即 成 为 便于 操作 的 李 型 方程 六 = AX.X C M", 
而 且 自然 呈现 出 一 般 动力 学 系统 在 Minkowski 空间 的 零 锥 结 
HAE ,在 此 基础 上 构造 RKMK 型 的 积分 方法 .其 中 ,在 李 代数 
上 求 得 的 数值 解 须 拉 回 到 相应 的 李 群 方 能 得 到 原 微 分 方程 的 数值 
解 ,这 时 指数 矩阵 的 计算 精度 是 非常 重要 的 , 这 里 采用 精细 积分 
法 "和 5 来 解决 这 个 问题 。 

另外 ,为 了 进一步 说 明 所 讨论 的 李 群 积分 方法 的 优越 性 ,本章 
简单 介绍 李 群 方法 的 向 后 误差 分 析 性 质 ,向 后 误差 分 析 是 研究 数 
值 方法 的 长 期 行为 的 一 个 重要 工具 5 ,同时 可 以 用 于 数值 方法 
的 稳定 性 分 析 , 另 外 它 还 可 用 于 讨论 几何 积分 方法 所 特有 的 定性 
HER, 


8.2 ” 李 群 上 微分 方程 的 RKMK 方法 


对 于 和 矩阵 李 群 上 微分 方程 初 值 问题 : 
y-Foy yo = p, P FG—g (8.1) 
WAFA EKRE RA, JE E — 7 — T REX Runge-Kutta 77 
法 的 系数 a;,; 和 总 , 则 一 个 三 阶 的 显 式 RKMK 格式 如 下 : 
Jo — p 
fo n-20,1,2,:- 


? 


k; = F(exp(u;)y,) (8. 2) 


SAX ”基于 RKMK 方法 构造 一 般 非 线性 动力 学 方程 的 数值 解法 247 


y 一 ?十 Ah] 


Jua = exp» y, 
end 


选取 四 阶 显 式 Runge-Kutta 法 的 系数 aij 及 bj, 4 Ci 一 
Dand — 六 ac ,通过 求解 线性 方程 来 计算 系数 mi GE 一 1,2， 


3», Bl 
C2 Cs €4 m 1 
| ci ci : - ^ (8. 3) 
d; 2d, 2d, 3 0 
那么 ,一 个 四 阶 的 RKMK 格式 为 
Jo = p 
for n-—0,1,2,:- 
I, =k, = Fy,) 
for i= 2,,s 
i-1l 
uj; — h> ajk; 
j=l 
ü; = uj SP Cu, 1] 
k; = F(exp(Qu) y,) (8. 4) 


end 
I; -— mn; Ck; — l2 dm; Ck, 一 五 ) +m, (k, — h))/h 


v= h Y bk; 
j=l 
x 2 
v= y+ AU] 1] 


yea = expO2y, 


end 
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8.3 一般 非 线性 动力 学 系统 的 李 群 算法 


同 第 七 章 一 样 , 非 线 性 的 动力 学 系统 式 (7. 1) 转化 为 Minkowski 
空间 Me 上 的 增 广 动力 学 系统 式 (7. 20 后 ,自然 呈现 出 一 个 零 锥 
结构 :XTgX = 0。 算 法 的 设计 应 当 保证 系统 的 这 个 对 称 性 质 ， 
RKMK 型 积分 方法 能 做 到 这 一 点 。 本 节 基 于 RKMK 方法 来 构造 


式 (7. 20) RRC. D 的 数值 解法 。 记 XX, = | 


x(t,) 
ll x C52 Il 


Jaen = 


to -Fnh,n = 0,1,2,… ,那么 根据 8. 2 节 的 方法 ,对 应 于 经 典 的 二 
MZR. mE Runge-Kutta 法 ,得 到 如 下 RKMK 型 的 近似 格式 


(注意 其 中 的 A 同 式 (7. 20) 中 的 AD. 
二 阶 格式 : 


xi 
"Ux 


for n20,1,2,:- 
ki — ACX, ,i,) 


ks = A(exo( hs Xart tyh) 


X,4 一 exp hk )X, 


end 

三 阶 格式 : 

for n=0,1,2," 
ki = ACX,. t) 


1 1 
k, = A(exp( ^k: )X. «t. 十 3^) 
ks = ACexpC— hk, + 2hk;) X, t.a) 


Es n (s + Sk tk) 


(8. 5) 


(8. 6) 
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Xm = exp(u + hus 1)x, 


end 


四 阶 格式 : 
for n=0,]1,2,. 
I, = k, — A(X,,t,) 


m A (exo( zs Xt + j^) 

ks = A (exo (^k. uL h1)x, «t, tia) 
k, = A (exp (hks + Be D sD] )X, ste ) t 
I = [2k — h) + 2k; — Lh) — (k, — li) ]/h 
"P A (Bh ik tik +k) 


X = exp(u + hu n] + zzi Cu 11) X, 


end 
(8. 7) 
其 中 ,指数 矩阵 exp(hk;) 等 可 以 采用 精细 积分 方法 来 计算 。 即 
exp(hk1) = [exp(k; * h/m) ]" (8. 8) 


取 m = 2, fhn L = 20,884 m = 1048 576, At = h/m, D 
exp(At * ki) ~ Ed- ki * At+ Ck, * AD? /2 = I +T, (8.9) 
式 中 
T, = k, * At - (Ck * AD? /2 (8.10) 
因为 
exp(hki) = [IE] = [I+T] x [I+ T, 7 
(8.11) 
可 以 执行 如 下 循环 语句 来 计算 T: 
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for (iter = 0; iter < L; iter ++) 
T, -2XT,cTT,XT, (8.12) 
循环 结束 时 ,得 到 
exp(Ak;) = I+T, (8.13) 
现在 简单 说 明 本 节 方 法 保持 增 广 的 动力 学 系统 的 零 锥 结构 ， 
不 妨 讨论 四 阶 格式 式 (8.7) id 


S 一 exp(u + IA[w.h] 十 zi us.) 


那么 近似 地 有 
STgS =g (算法 的 保 群 性 质 ) (8. 14) 
所 以 
XLigX,, = XTSTSSX， 一 XigX, = 0, n = 0,1,2, 
(8.15) 
可 见 , 算 法 保持 了 增 广 系统 的 零 锥 结构 。 
最 后 , 取 XX 的 前 个 分 量 即 得 原 系 统 的 数值 解 , 即 
xn) = (X n) Xo n) X7 (8.16) 


84 #4 y 
【 例 8.1】 求解 例 7. 3 中 的 非 线性 周期 系统 响应 问题 : 


X1 = X. 
上 一 一 2.25zl — (x, — 1l. 5sinż)? + 2sin£ 
Ti (0) = 0.0, x: C0) E 1. 599 29 
把 它 表 示 为 式 (7. 20) 的 形式 ,其 中 
0 0 f 
1 
A= 0 0 
lxi | ] 
1 fe 0 
| xl maxi ui. fi = xXEAf—-—2.25z;— (zi —1.5sint)’ 十 
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2sint。 取 步 长 h — 0. 1, 采 用 三 阶 格式 ,图 8.1 表 示 了 零 锥 结构 随时 
闻 的 变化 情况 , 即 Allxl = X'gX = Xi 十 Xi 一 Xs 二 Xi 十 x 一 
lxzl*。 与 精确 解 比较 数值 解 误差 的 范 数 ‖Axrl = 


MEA =z) T Gh =T) 随时 间 的 变化 情况 如 图 8.2 Bram. 


图 8.1 增 广 系统 的 近似 锥 结构 


1 
N 


A|ixl/10* 


llAxl| ^107* 


0 20 40 60 80 100 
图 8.2 近似 解 的 误差 的 范 数 


[008.2] 为 了 与 精确 解 进 行 比较 ,考虑 如 下 二 阶 常 微 分 方 
程 初 值 问题 : 
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x =— (a) —z+lnt, x(1) = 0, zx(1)=1 
可 以 将 上 面 二 阶 方程 变 为 一 阶 常 微分 方程 组 , 即 
Tı = T2, Zi(1) = 0 
n =— r; — zi +lnt, zs(1) 一 1 
采用 三 阶 格式 求解 .图 8.3 和 图 8.4 分 别 表 示 了 近似 锥 结构 
Al xi = X'gX 和 数值 解 的 误差 的 范 数 | Ax | 。 


bon 


A |lxl| /107* 
o o 
a 0 一 


e 
小 


0 100 200 300 400 500 600 


图 8.3 增 广 系统 的 近似 锥 结构 


|AxllA10” 
n 


图 8.4 近似 解 的 误差 的 范 数 
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8.5 ”几何 积分 方法 的 向 后 误差 分 析 性 质 


8.5.1 向 后 误差 分 析 的 基本 概念 


本 节 简 单 讨论 李 群 方法 的 向 后 误差 分 析 性 质 ,向 后 误差 分 析 
是 研究 数值 方法 的 长 期 行为 的 一 个 重要 工具 ,同时 可 以 用 于 数值 
方法 的 稳定 性 分 析 , 另 外 它 还 用 于 讨论 李 群 方法 等 几何 积分 方法 
所 特有 的 几何 性 质 ,首先 ,根据 向 后 误差 分 析 理 论 ,可 以 给 出 与 原 
动力 学 问题 具有 相同 定性 性 质 的 模拟 矢量 场 ,那么 ,数值 解 被 理解 
为 该 模拟 矢量 场 的 流 ( 即 模拟 的 扰动 微分 方程 的 真 解 ) ,而 且 模 拟 
矢量 场 经 常 表示 为 步 长 h 的 客 级 数 形式 ,严格 地 讲 ,需要 截断 该 级 
数 以 求 其 近似 。 因 此 还 需要 研究 截断 模拟 矢量 场 的 军 级 数 展开 对 
于 分 析 数 值 解 与 模拟 微分 方程 的 真 解 之 间 的 误差 的 影响 ,这 里 ,向 
后 误差 分 析 用 于 数值 方法 的 稳定 性 分 析 , 是 指 分 析 数 值 方法 是 否 
保持 了 原动力 系统 应 有 的 定性 性 质 , 即 保持 周期 轨道 、 稳 定 双 曲 不 
动 点 .吸引 子 等 定性 性 质 。 璧 如 ,向 后 误差 分 析 理 论 表 明 辛 算法 能 
保持 Hamilton 系统 的 渐进 稳定 的 周期 轨道 .Hopf 分 又 能量 守恒 
等 重要 性 质 。 

具体 讲 , 向 后 误差 分 析 理 论 用 于 研究 给 定常 微分 方程 (矢量 
m AR BUE xm = P, Cn) 和 相应 的 模拟 微分 方程 x = 
X, Gh) (i 之 1) 的 解 三 者 之 间 的 相互 关系 ,目的 在 于 根据 模拟 微 
分 方程 的 定性 性 质 研究 数值 方法 的 长 期 的 定性 行为 ,进而 根据 数 
值 解 分 析 原 问题 真 解 的 定性 性 质 ,首先 要 选取 矢量 场 序列 Xx. 
h) ,使 得 随 着 i 的 增加 , 它 的 精确 解 可 以 指数 逼近 数值 解 。 

对 于 常 微分 方程 , 即 

x = f(x,t) (8. 17) 

设 它 的 真 解 为 0,0, , RARE f = xz 的 时 间 疡 流 。 设 
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它 的 近似 解 为 
Xm = V.) (8. 18) 
同时 设 P, 是 一 个 光滑 映射 .微分 方程 式 (8. 17) 的 一 个 p 阶 算法 ， 
即 
| Dr y Cx) — Pr xn) || = Oh) (8. 19) 
那么 ,可 以 如 下 迭代 生成 矢量 场 序列 各 = 之,(x,h) ,使 得 该 族 矢量 
场 的 真 解 D.x, 与 近似 解 Ww. 非常 逼近 , 即 
Dx ~ Y, (8. 20) 
或 者 等 价 地 记 作 
Dix, ~ Yrs Xlh) = hY, (8. 21) 
Xm. 应 足够 小 ,@ix 表示 矢量 场 X; 的 时 间 1 流 ,矢量 场 和 X; 可 以 
表示 为 时 间 步 长 的 寡 级 数 形式 , 即 
X, = hAX; + AX; 十 … 十 请 AX i= 1,2,.. (8.22) 


它 是 所 求 模 拟 矢量 场 
XOD = hAX, HR AX; Hee RAX: 十 … (8. 23) 

的 截断 形式 .显然 ,有 
Ki = X; Hh AX (8. 24) 


假设 已 经 选取 适当 的 X: ,使 得 矢量 场 X; 的 时 间 1 流 i 和 数值 
fw, 的 差 为 O(P”) ,那么 ,可 以 进行 如 下 循环 来 生成 AX 和 
Xar Bn 


Xa = X; +h” AX (8. 25) 
, WV, —6,x 
AX, = lim up (8. 26) 


式 (8. 26) 中 AXo 的 定义 表明 , 式 (8. 25) 定义 的 Xe 生成 的 时 间 
1 pi. as 和 数值 解 P, 比较 是 OGA ) ,因为 


Dx Z Ya = Dx, HARU AX m — Pr, HOR) = 
; l V,—0;x 
Ls AX —h™ lim oan +O) = 
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OR) (8. 27) 
因此 ,完成 式 (8. 25) 和 式 (8. 260. 的 循环 即 可 得 到 模拟 矢量 场 X, 
(一 1,2,…)。 显 然 , 该 循环 始 于 Xi = hf. 


8.5.2 几何 积分 方法 的 向 后 误差 分 析 性 质 


定理 8.1 假设 微分 方程 式 (8.17) 中 的 矢量 场 了 属于 某 李 代 
数 g, 即 f € g, 并 假设 数值 积分 格式 式 (8.18) 是 一 个 李 群 积分 方 
法 ,也 就 是 对 于 足够 小 的 时 间 步 长 h 宇 0,W € G, 其 中 ,G 是 对 应 
于 李 代 数 g 的 李 群 .那么 ,由 式 (8.25), 式 (8. 26) 定义 的 扰动 矢量 
场 Xi 二 1,2,…, 均 属于 原 李 代数 g, 即 X; Eg. 

证 明 “可 以 用 数学 归纳 法 证 明 。 显 然 ,对 于 X = hf ,结论 成 
立 ,假设 结论 对 于 X; 也 成 立 , 即 对 于 足够 小 的 时 间 步 长 h, 有 XX; € 
g。 下 面 证 明 Xam €E g。 因 为 

X,cg (8. 28) 

那么 它 的 时 间 1 流 uox 属于 李 群 G, 即 Dix E G, 而 对 足够 小 的 
h, 李 群 积 分 方法 Y, € G, 而 且 


P,- = Dlx oo — id (8. 29) 
式 中 ,id 是 恒 等 映射 , 即 id) 二 x, 于 是 有 
Ww, —0, 
AX; e lim —Áu E TaG => (8. 30) 


因此 ,由 式 (8. 280,35 (8. 300 和 式 (8.25) 可 知 Xi € ge 
8.5.3 向 后 误差 分 析 的 截断 误差 


为 了 讨论 扰动 矢量 场 的 真 解 与 数值 解 的 误差 ,假设 式 (8. 17) 
中 的 f 是 实 解 析 的 ,并 引入 一 些 新 的 记号 : 记 B,(xo) C C 是 以 
x, € R" 为 中 心 ,以 + 0 为 半径 的 复 球 ,定义 

lzi = max [z |, z€cC (8.31) 


设 存 在 相 空间 上 的 紧 致 子 集 U C R 和 一 个 常数 + >> 0, 使 得 对 于 
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所 有 的 x, € U RREH Y 在 B,C(xo) 上 都 是 有 界 的 ,那么 定义 

PAP Sup Yœ || (8. 32) 
式 中 ,B,U =y, B,Cxo)。 男 外 定义 BU = 了 及 |1Yll。 = 
sup l| Y GO 上 |。 下 面 首先 对 数值 解 映射 wo, 做 一 个 初步 的 估计 ,而 
后 给 出 它 与 模拟 矢量 场 的 真 解 的 误差 。 

引 理 8.1 假设 式 (8. 17) 中 的 矢量 场 f 是 实 解析 的 ,存在 相 
空间 的 紧 致 子 集 U 和 常数 SR 2 0, 使 得 I f ll KS X ABUSO 
值 方法 Y, 是 实 解 析 的 ,那么 ,存在 常数 M 宇 KK, 使 得 

| Ww, —id |r SIkhI MxcQO-—oR, 


oR 


(1— 
lh I< => (8. 33) 


式 中 ,a € [0.1]. 

定理 8.2 假设 式 (8. 17) 中 的 矢量 场 了 是 实 解析 的 ,存在 相 
空间 的 紧 致 子 集 U MERK, R> 0, 使 得 | SIl K, mEt 
方法 到 是 实 解析 的 , 记 世 ,对 应 于 式 (8. 25) 迭代 产生 的 X, i= 
1,2,… 中 的 最 优 矢量 场 X;, ,那么 ,存在 实 解析 矢量 场 XIV CC 
R” — R",U C V, {45 

| V, — Drz, Ilo < hoMe re” (8. 34) 
AP, y = R/GMe), b = 20.0 p > 1 ERER ARR. A 
外 ,对 模拟 矢量 场 X. ,有 如 下 估计 : 
ey 


| X.. — f İlo = 2d,bM( R 


式 中 ,c= 300,d, > 1 是 依赖 于 数值 方法 的 计算 精度 p 的 常数 , 例 
如 ,di —0.8,d; = 1.5,d = 3.7 UE di = 12.8, 

3|38 8. 1 和 定理 8. 2 的 证 明 见 文献 [16]。 它 主要 根据 三 角 不 
等 式 和 李 群 的 切 空间 上 的 线性 性 质 进行 证 明 。 

事实 上 ,上 述 给 出 了 对 李 群 积分 方法 进行 向 后 误差 分 析 的 方 


(8. 35) 
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法 .不 同 的 动力 学 系统 具有 不 同 的 性 质 特 征 。 一 般 地 ,要 具体 问题 
具体 分 析 , 文 献 [16j 用 李 群 积分 方法 讨论 了 Hamilton 系统 的 长 期 
积分 问题 和 一 些 重要 的 物理 量 沿 其 数值 解 形成 的 轨 线 上 的 时 间 平 
均 近 似 。 


8.6 ”本 章 小 结 


一 般 非 线性 的 动力 学 系统 都 可 以 转化 为 Minkowski 空间 的 
增 广 的 动力 学 系统 , 则 局 部 地 呈现 为 李 型 方程 .本 书 基 于 增 广 动力 
学 系统 形式 和 RKMK 方法 构造 了 求解 非 线 性 的 动力 学 系统 的 一 
个 简单 易 行 的 积分 方法 .其 中 涉及 的 指数 矩阵 的 计算 精度 很 重要 ， 
采用 精细 积分 方法 可 以 满足 要 求 ,本 章 方法 依然 属于 几何 积分 ,其 
优点 在 于 操作 简单 , 且 是 显 式 的 积分 格式 .另外 ,讨论 了 李 群 方法 
的 向 后 误差 分 析 性 质 .向 后 误差 分 析 可 以 研究 数值 方法 的 长 期 行 
为 ,同时 可 以 用 于 数值 方法 的 稳定 性 分 析 , 它 是 李 群 方法 等 几何 积 
分 方法 所 特有 的 性 质 ,因此 进一步 体现 了 本 书 强调 的 李 群 积分 方 
法 的 优越 性 。 
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第 九 章 — 非 线性 动力 学 方程 的 精细 积分 法 


9.1 9| Ë 


钟 万 砚 等 人 提出 的 精细 积分 法 ,用 于 求解 线性 定常 结构 动力 
学 方程 的 数值 解 ,结果 非常 准确 ;对 于 齐 次 结构 动力 学 方程 ,形式 
十 分 简单 ,只 需 计算 出 相应 的 指数 矩阵 ,并 代入 初始 条 件 ,就 可 以 
XE TAA UU 。 但 对 于 非 齐 次 的 结构 动力 学 方程 ,精细 积分 法 除了 
计算 相应 的 指数 矩阵 ,还 要 对 和 矩阵 求 逆 ~ 引 ,即使 非 齐 次 项 是 常数 
也 是 如 此 ,这 不 仅 引 起 算法 编程 的 不 便 , 而 且 有 时 还 会 遇 到 和 矩阵 求 
逆 的 数值 不 稳定 性 ,或 者 逆 矩 阵 不 存在 等 问题 ,这 就 限制 了 精细 积 
分 法 的 应 用 范围 。 

文献 [6,7j 提出 了 增 维 精细 积分 法 ,采用 增 维 的 方法 ,将 非 齐 
次 项 也 看 做 动力 学 方程 的 状态 变量 ,将 其 纳入 到 求解 中 去 ,从 而 将 
非 齐 次 的 动力 学 方程 化 为 齐 次 方程 .但 是 所 得 到 的 齐 次 动力 学 方 
程 的 维 数 是 原来 动力 学 方程 维 数 的 两 倍 。 计 算 量 还 是 比较 大 。 本 章 
旨 在 把 精细 积分 方法 应 用 于 一 般 非 线 性 动力 学 方程 ,类 同 于 第 五 
章 , 局 部 地 把 非 线 性 动力 学 系统 x — f(x,z) 转化 为 Minkowski 空 
间 的 增 广 动力 学 系统 针 — AX, 它 呈现 出 简单 的 齐 次 方程 形式 , 便 
于 实施 精细 积分 法 。 另 一 方面 为 简单 应 用 ,本 章 还 通过 增加 一 个 
变量 及 一 个 简单 方程 zs = 1, 将 原动力 学 方程 化 为 齐 次 方程 形 
式 进 行 精细 积分 中。 将 精细 积分 法 和 Runge-kutta 方法 相 结合 来 
讨论 一 般 动 力学 方程 的 数值 求解 也 是 一 个 有 效 的 途径 ,这 些 处 理 
都 把 含 时 间 的 外 部 激励 纳入 了 精细 积分 的 细 化 过 程 ,同时 避免 了 
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和 矩阵 求 逆 问题 ,因而 在 编程 实现 和 数值 稳定 上 都 更 加 有 利 。 

由 于 第 七 章 及 第 八 章 讲述 算法 中 都 包含 了 指数 矩阵 ,指数 矩 
阵 的 计算 精度 直接 影响 到 算法 的 精度 ,因此 ,本 章 的 精细 积分 方法 
可 以 用 于 前 两 章 的 矩阵 取 指 数 。 


9.2 非 线性 动力 学 方程 在 Minkowski 
空间 的 精细 积分 方法 


设 一 般 非 线性 动力 学 方程 为 
x= fx,t), xX) = xX (9.1) 
它 可 转化 为 Minkowski 空间 上 的 李 型 方程 式 (7. 20) 。 设 时 间 步 长 
h EWN, TEERAA EC t tes te = to Hkh, B — 0.1.2.7 
E RI LUE fiot RBU D IE C A BUE A RT. A E EAR PEU Ak 
44., FEER MRO AERA. 75 EE, IR to = 0, 记 
A, = A[X (Ckh),kh], W 
X((k+1)h) = exp(A,h)X (kh) = 
Lexp(A,h/m)]”X (kh), k = 0,1,2, 
(9. 2) 
取 m = 27, 例 如 工 — 20,8], m = 1 048 576。 令 At = h/m, Mj 
expCA,AD ~ I+ A,At + CALAD? /2 =I+T, (9.3) 
式 中 
T, = AAt + (AAt) /2 (9. 4) 
4 
T, = exp(hA) = UHT]? = [EFT x UHTI? 
(9.5) 
可 以 实行 如 下 循环 语句 来 计算 T, , 即 
for Citer — 0; iter « L; iter 十 十 ) 
T, -2x T, - T, X T, (9. 6) 
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循环 结束 时 ,得 到 
T, =I+T, (9. 7) 
4 .XLXG 4- DA] T TX (kh), k= 0,1,2,…。 须 要 说 明 的 是 ,在 
Minkowski 空间 进行 的 上 述 精细 积分 法 是 保 群 的 .下 面 给 出 指数 
B PE BRE TE ERES IE HH 
定理 9.1 WREE B = BGO 属于 某 李 代数 gy, BBE 
gn = {B | B' N-- NB = 0), 那 么 它 的 指数 矩阵 属于 李 代 数 gw 对 
应 的 李 群 , 即 exp(1B) € Gs = (ZI ZNZ =N}. 
证 明 ”首先 要 记 住 BTN = NB = 0, 则 有 
BTN —— NB 
B'B'N — NBB 
(B) N —— NIOD7? , k = 1,2, 
(BT)"N E N(B)*, k= 1,2,:- 
那么 
(exp 人 一 
(1-87 e£ (B» 十 … :人 +e QN : 
(1+B+EB + +B +) = 
N+:NB + INB? Fer ENBE E 
BIN+AB NB +7 L BNB’ + boi NEU 十 … 十 
Ea Nc DI NB +- .十 
Ü T 2 NB |... 
m aa )2 NB 一 十 … 十 
和 (BY"N Fr ET 十 DU (BT)*NB: +e 


n!2! 
B En 2 的 系数 为 
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=1 n 1 T n-l 
a, = — NB "Wi pre 十 


二 Nac pep [YN = 


LNB'?C- D - C C- D? oe do 
C DF erCODO- 
la- 1DYNB'—0, n= 1,2,. 
因此 (exp(1B))'Nexp(1B)=N 
因此 , 当 原 动力 学 系统 是 自治 系统 时 ,本 节 所 讲述 的 方法 是 保 
群 的 ,仔细 观察 ,不 难 发 现 式 (9.2) 与 式 (7. 106) 类 似 , 所 以 说 ,对 
于 非 自 治 系统 , 式 (9.2) 是 一 个 二 阶 的 格式 ,是 一 个 二 阶 的 保 结构 
算法 。 


9.3 增 维 的 精细 积分 法 


一 般 地 ,对 于 一 般 非 线性 动力 学 方程 式 (9. D ,f(x,t) 总 可 以 
表示 为 


fx,t) = S(x,t)x + v(x.D (9. 8) 
式 中 ,S$ 是 n Xn 函数 矩阵 ,是 2” 维 矢量 函数 ,那么 ,有 
x = SC(x,t)xt v(x,t) (9. 9) 


这 样 , 非 线性 动力 学 方程 式 (9.1) 就 形式 地 化 为 非 齐 次 线性 方程 
式 (9.9) ,进一步 引入 新 变量 zw 三 1, 则 zw = 0,3X C9. 90 就 增加 
一 维 变 成 如 下 齐 次 方程 形式 : 


x S vi x x 
EAS Ea En 
Xanl 0 0 Tntl Ert 


式 中 ,Y = n IE 应 当 指出 , 式 (9. 100 只 是 形式 上 表现 为 线性 齐 


n+l 
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次 方程 , CK EEEX, GEREK. EKM [trst] E. 
(9.10) 可 看 做 是 常 系数 微分 方程 , 即 
Y= HY (9.11) 
式 中 ,H = HUY kh), Eh ] 3X RE UG: 
Y[ GE -- DA] = exp(H,h)Y (kh), k=1,2,. (9.12) 
在 一 个 时 间 步 长 内 可 以 如 式 (9.4)、 式 (9. 6) RO. Tn 精细 计算 式 
〈9. 12) 。 从 而 可 得 原动力 学 微分 方程 式 (9. 1) 的 数值 解 。 


9.4 ”对称 合成 方法 


考虑 微分 方程 
x = Âx +g) (9. 13) 
式 中 ,A 是 n Xn 常数 矩阵 ,g(z) 是 给 定 外 力 n 维 向 量 函 数 。 那 么 ,可 
以 把 式 (9. 13) 分 裂 为 两 个 微分 方程 , 即 
x = Âx (9.14) 
5 x= g(t) (9.15) 
然后 分 别 求解 式 (9. 14) 和 式 (9. 15) ,再 根据 合成 法 或 对 成 合成 的 
方法 求 出 原 问 题 的 近似 解 。 方 程 (9. 14) 的 解 可 以 写 为 
x = exp(Àt) 。xo (9. 16) 
在 一 系列 等 步 长 的 时 刻 , 即 
to = 0, h =h,",t, = kh, 
齐 次 方程 式 (9. 14) 可 根据 精细 积分 方法 得 出 如 下 形式 数值 解 , 即 
Xa = exp(Âh ) x, = Tx, k= 0,1,2; T= exp(Ah) 
(9.17) 
微分 方程 式 (9. 150. 不 难 求解 ,甚至 它 可 精确 求解 . 记 它 的 解 为 算 
子 形式 , 即 
Xai = exp Bhox, = x, 4- GXG44) — GG), k = 0,1,2, 
(9. 18) 
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其 中 ,G(z) 75 gCO 的 原 函 数 。 根 据 式 (9. 17) 和 式 (9. 18) ,利用 对 称 
合成 的 积分 思想 可 构造 原动力 学 系统 的 积分 方法 。 例 如 可 采用 不 
低 于 四 阶 的 数值 方法 近似 求解 式 (9. 18) ,而 后 ,由 四 阶 对 称 合 成 积 
分 法 可 近似 求 出 原 问 题 式 (9. 13) 的 解 , 即 


4 
xi = [[ explcAh)exp dBh)x, k = 0,1,2, — (9.19) 
i=1 
式 中 ET 9 diu rd 
21 +a) 1 十 a 
MIPES a _a— E 
C2 C3 20 0T0' d; LEa d, 0 (9. 20) 


及 a 一 1 kc 21/3 
还 可 以 根据 Yoshida 的 合成 技术 , 由 对 称 的 二 阶 近 似 格式 
exp(Ah) 和 exp Bh) 采用 较 少 的 合成 步骤 构造 高 阶 近似 方法 。 


9.5 精细 Runge-Kutta 方法 


对 于 微分 方程 式 (9. 13) , 按 常 微分 方程 求解 理论 ,应 当 首 先 求 
解 其 齐 次 方程 式 (9. 14) ,其 通 解 可 写成 为 式 (9. 16) 的 形式 .那么 ， 
在 一 系列 等 步 长 的 时 刻 = 0. i = hurt m Rh OE EX 
C9. 14) 有 数值 解 , 即 
xui = Tx, k = 0,1,2,*, T = exp(Ah) (9. 21) 
对 于 非 齐 次 方程 式 (9. 13» , 它 的 解 可 以 写成 如 下 形式 : 


TN exp Ana, + |" exnt A Gu 9 ated (9:22) 
式 (9. 22) 等 号 右边 的 积分 可 以 用 四 阶 Runge - Kutta 方 法 求 得 , 则 有 
ED Ah tik tik + 二 ke) 
(9. 23) 
式 中 
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k = exp( Ah) gt) 

k; = ex (Ah a (1 +$) 
ks == k: 

k, = git +h) 


式 中 出 现 的 指数 矩阵 工 一 expCh) 及 五 = exp( AR ) 可 以 通过 式 
(9. 4)、 式 (9.6) 及 式 (9.7) 精细 计算 获得 。 那 么 式 (9. 23) 可 以 写 为 
xu mmm. tah ik ES Tk ti) (9.25) 


(9. 24) 


式 中 kı = Tg (t) 
h 
k: = Tig(t +z) 
b c (9. 26) 
k, = gt +A) 


x, = x(kh) , k = 0,1,2, 
对 于 一 般 非 线性 动力 学 方程 式 (9.1) fx D. 总 可 以 表示 为 
f(x,t) = Âx 十 g(x,t), 则 原动力 学 系统 可 写 为 
x = Âx + gGo D (9. 27) 
这 里 ,4 仍然 是 n Xn 常数 矩阵 ,这 样 , 非 线 性 动力 学 方程 式 (9. 1) 
就 化 成 了 非 齐 次 线性 方程 式 (9. 27) ,所 以 ,可 以 应 用 上 述 方法 ,有 


1 1 1 1 
Xu = Tra h(g + zka +k + gh) b —0,1,2,*« 


(9, 28) 
式 中 ki = Tg (xi ,ti) 
ki h 
k: = ng(x nt) 
i ; (9. 29) 
— A RUE 
k = Dhg(x t a) 


k, == gx, Tk; st TA) 
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使 用 Runge-Kutta 方法 要 求 满足 严格 的 稳定 性 条 件 , 刚 性 问题 就 
很 难 满足 其 前 提 条 件 ,如果 同时 使 用 精细 积分 法 , 则 稳定 性 问题 迎 
刃 而 解 。 


9.6 算 H 


【 例 9.1】 求解 受 迫 Van der Pol J: 


Ha AA d NN 
X —a Odlizx, e(l — x12; + fo cosa 


式 中 ,a 及 e 是 物理 参数 ,f。 是 频率 为 w 的 外 部 激励 的 振幅 .根据 式 
(7. 200 它 可 表示 为 


0 a 0 
eC — a1) + ficos(at) *i 
x2 E VA FE T 
aixi 0 Eed — zi + focosCar) 0 E 
Vi dat 


在 一 个 时 间 步 长 内 把 它 看 做 是 定常 系统 , 则 可 以 应 用 精细 积 
分 。 采 用 积分 格式 式 (9.2), 当 a=1l,s=1l,ow=1.2, 振 幅 记 =0 
及 5 时 ,其 数值 解 产 生 的 轨 线 示 于 图 9.1 和 图 9.2, 图 中 没有 画 出 
始 于 初始 点 zi 二 2 及 zs = 二 0 的 暂 态 轨 线 部 分 (时 间 步 长 h = 二 0.1)。 
同时 图 中 画 出 了 由 四 阶 Runge -Kutta 方 法 得 到 的 相 曲 线 , 二 者 几 
乎 是 重合 的 。 

[919.2] 考虑 如 下 受 迫 Duffing 方程 : 


£i 一 x 
d =— yrz: — axi — fixi + focosCat) 
AB a B Ry 是 物理 参数 ,f 是 频率 为 w 的 外 部 激励 的 振幅 .根据 
式 (9. 10) 它 可 表示 为 
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4 0 1 0 X, 
E —a— fri —y fna P 
rs 0 0 0 5 


式 中 ,zs = 1, 在 一 个 时 间 步 长 内 把 它 看 做 是 定常 系统 , 则 可 以 应 
用 精细 积分 ,采用 积分 格式 式 (9.12), 当 w= 1.2, w 王 一 1, f==1， 
y = 0.3, 振 幅 分 别 为 fo = 0.2,0.27,0.286 7 及 0.287 1 时 ,由 
图 9.3 至 图 9.6 所 示 的 数值 结果 可 见 ,它们 分 别 是 一 周期 、 二 周 
期 .四 周期 及 八 周 期 响应 ,图 中 没有 画 出 始 于 初始 点 zl 二 2 及 
x. 一 0 的 暂 态 轨 线 部 分 。 其 中 , 取 时 间 步 长 h = 0.01, 


-3 -2 II 0x1 2^ 3 


图 9.1 f. = 0 对 应 的 相 则 线 


-4 -3 -2 -1 0x1 2 3 
图 9.2 f. — 5 对 应 的 相 曲 线 
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> o 


—0.2 
一 0.4 


M04 $6 08x i 13 14 16 


图 9.3 f, — 0.2 时 呈现 的 一 周期 响应 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 


5 0 
一 0.2 
一 0.4 
一 0.6 


一 0.8 
02 04 06 08 xl 1.2 14 1.6 


图 9.4 矿 =0.27 时 呈现 的 二 周期 响应 
0.8 
0.6 
0.4 
0.2 


0 02 04 06 08x 1 12 14 
图 9.5 fo = 0.286 7 时 呈现 的 四 周期 响应 
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"0 02 04 06 08x 1 1.2 1.4 


Æ 9.6 fo = 0.287 1 时 呈现 的 八 周期 响应 


[619.3] 求解 非 线性 周期 系统 响应 问题 : 


z, C0) = 0.0, 2; (0) = 1.599 29 


x, C) = 1.599 41sint — 0. 000 04sin3t 
其 精确 | , 采用 了 
精确 解 是 XxX2 (1) = 1.599 41cost — 0. 000 12cos3t * A 


(9. 28) IÈ C9. 29) 中 的 积分 格式 ,图 9.7 和 图 9. 8 显示 了 该 数值 方 
法 计算 结果 与 精确 解 比 较 所 得 的 误差 (其 中 步 长 h = 0. 1)。 


i — X2 
上 =— 2, 25x; — (x1 — 1. 5sint)? + 2sint 


图 9.7 变量 x 的 误差 
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图 9.8 变量 zx, 的 误差 


(5/9.41 考虑 如 下 非 线 性 动力 学 方程 : 
Ti = T 
Za = 2t: +Ë — 3 
zi(0 = 0, zx,(0) 一 0 


其 解析 解 为 
一 一 - 5 I 2 1 3 5 
zx QD g exp OD 十 ni "d et 十 8 
= UD. 1 i 
Za (i) = EPOD zt zt F 1 


用 本 书 所 给 出 的 计算 式 式 (9. 28) MAO. 29, AAR 
差 如 图 9.9 和 图 9.10 所 示 , 图 9.11 和 图 9.12 给 出 了 由 四 阶 
Runge - Kutta 方法 计算 结果 的 相对 误差 (其 中 步 长 h = 0. D. 


9.7 本章 小 结 


精细 积分 是 快速 而 有 效 的 积分 方法 ,对 线性 定常 动力 学 方程 
能 得 到 逼近 于 精确 解 的 数值 结果 ;但 是 ,对 于 非 齐 次 动力 学 方程 却 
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涉及 矩阵 求 逆 的 困难 。 本 章 将 精细 积分 法 和 Runge-Kutta 方法 相 
结合 ,把 一 般 动力 学 系统 方程 表示 为 非 齐 次 线性 方程 形式 ,用 精细 
积分 方法 求 出 其 脉冲 响应 矩阵 T= expCAO 及 另 一 个 所 需 指 数 矩 


阵 T = exp( Ac), 用 Runge-Kutta 方 法 求 其 非 齐 次 、. 非 线性 部 分 


的 积分 ,给 出 一 个 求解 非 线 性 动力 学 方程 的 新 的 四 阶 数值 方法 。 其 
中 指数 矩阵 求 出 以 后 即 为 常量 ,调节 Runge-Kutta 方法 的 步 长 可 
提高 算法 的 精度 。 另 一 方面 ,本 章 又 把 一 般 非 线性 动力 学 方程 通过 
增 维 的 方法 形式 地 化 为 齐 次 微分 方程 ,对 所 得 形式 上 的 齐 次 线性 
方程 逐步 施行 精细 积分 法 是 十 分 方便 的 .特别 地 ,本 章 还 讨论 了 非 
线性 动力 学 方程 在 Minkowski 空间 上 的 精细 积分 方法 ,对 于 自治 
系统 它 是 保 群 的 。 书 中 的 处 理 方法 避免 了 现 有 精细 积分 法 中 矩阵 
求 逆 的 数值 不 稳定 性 ,或 者 逆 矩 阵 不 存在 等 问题 , 而且 改善 了 数值 
求解 刚性 方程 的 稳定 性 条 件 。 数 值 算 例 表明 , 照 此 把 精细 积分 法 推 
广 到 一 般 非 线性 动力 学 方程 的 积分 是 有 效 的 。 


图 9.9 变量 zi 的 相对 误差 


第 九 章 非 线性 动力 学 方程 的 精细 积分 法 273 


Ax,/10™ 


© 


20,25 30 


图 9.10 ”变量 r 的 相对 误差 


0 5 10 15,20 25 30 35 40 


图 9.11 R-K 方法 所 得 变量 xi 的 相对 误差 


1 
.8 


0 5 10 15,20 25 30 35 40 


图 9.12 R-K 方法 所 得 变量 x 的 误差 
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